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本 书 第 2 版 在 正文 的 基本 内 容 及 教材 的 体系 框架 和 章节 安排 
方面 ,基本 上 与 原 书 (第 1 版) 一 致 ,保留 了 原 书 的 风格 . 第 2 版 的 
变化 主要 有 以 下 几 点 . 

1. 改变 了 部 分 内 容 的 阐述 方式 ,正文 有 些 部 分 (如 矩阵 运算 
的 特点 ,用 配方 法 和 初等 变换 法 化 二 次 型 为 标准 形 等 ) 的 阐述 更 为 
精炼 和 简明 易 懂 . 

2. 增加 了 部 分 内 容 . 在 第 2 章 中 增添 了 附录 2 一 一 数 域 命 
题 量词 ,着 重 说 明了 用 反 证 法 证 明 一 个 命题 的 思路 ,以 及 如 何 表 
述 含有 量词 (Y, 3 ) 的 命题 的 否 命题 ,这 些 内 容 可 安排 自学 , 它 有 
助 于 学 生 更 好 地 掌握 一 些 定理 的 证 明 方法 . 此 外 ,在 第 4 章 的 4.6 
节 中 增添 了 线性 变换 的 象 ( 值 域 ) 和 核 的 概念 及 它们 的 维 数 公 式 ， 
这 可 使 学 生 更 清楚 地 理解 : 齐 次 和 非 齐 线性 方程 组 的 求解 只 是 向 
量 空间 的 线性 变换 求 核 和 原 象 的 一 个 具体 问题 . 

3. 对 例题 和 习题 的 配置 作 了 一 些 调整 和 充实 ， 与 原 书 的 题 
目 相 比 ,第 2 版 的 例题 和 习题 更 丰富 , 题 型 也 更 多 样 ,更 能 启迪 读 
者 运用 基本 概念 ,基本 理论 和 基本 方法 去 分 析 、 解 决 各 种 具体 问 
题 . 在 补充 题 中 配置 了 相当 数量 的 新 题目 ,它们 与 历年 来 考研 试 
题 的 要 求 和 题 型 相 适应 ,其 中 有 些 就 是 考研 试题 . 

4. 按 本 书 前 6 章 的 体系 汇编 了 历年 来 硕士 研究 生 人 学 考试 
中 线性 代数 试题 ,这 不 仅 使 有 志 于 攻读 硕士 研究 生 的 学 生 能 在 学 
习 过 程 中 就 作 适 当 的 准备 ,而 且 所 有 学 生 也 能 从 中 具体 理解 线性 
代数 课程 的 基本 要 求 和 重点 . 考虑 到 学 生 掌握 了 本 教材 的 正文 内 
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容 , 并 能 演算 和 证 明 所 配置 的 习题 和 部 分 补充 题 ,就 不 难 独立 完 
这 些 考 研 试题 ,所 以 我 们 没有 给 出 这 些 试题 的 答案 (只 对 个 别 较 难 
的 题 给 了 提示 ) ,不 给 答案 也 有 利于 学 生 在 答题 过 程 中 通过 思考 和 
钻研 ,提高 自己 分 析 、 解 决 问题 的 能 力 . 

第 2 版 的 编写 是 5 位 编著 者 的 共同 愿望 ,经 过 讨论 ,正文 由 
居 余 马 执笔 编写 ,习题 的 配置 和 历年 考研 试题 的 汇编 由 林 染 琴 负 
责编 写 ， 本 书 第 2 版 也 是 在 出 版 社 刘 颖 博士 大 力促 进 与 支持 下 才 
顺利 与 读者 见面 的 ,在 此 特 向 他 致 以 深切 的 谢意 ,由 于 编著 者 水 
平 所 限 ,不 妥 之 处 在 所 难免 ,有 恳请 读者 和 使 用 本 教材 的 教师 批评 
指正 ， 


编著 者 
2002 年 2 月 于 清华 园 


本 书 是 根据 全 国 工科 数学 课程 指导 委员 会 制定 的 《线性 代数 》 
课程 基本 要 求 , 以 及 我 们 多 年 来 在 清华 大 学 讲授 本 课程 的 实际 体 
会 编写 而 成 的 ,本 书 适用 于 教学 要 求 不 同 的 院 校 和 专业 , 课 内 学 
时 为 35 一 72 的 都 可 选用 本 书 作 为 教材 . 

线性 代数 是 一 门 基础 数学 课程 , 它 的 基本 概念 、 理 论 和 方法 ， 
具有 较 强 的 逻辑 性 、 抽 象 性 和 广泛 的 实用 性 ; 它 的 核心 内 容 是 研究 
有 限 维 线性 空间 的 结构 和 线性 空间 的 线性 变换 由 于 数 域 下 上 的 
?4. 维 线性 空间 VCF) 与 维 向 量 空间 F" 是 同 构 的 ,给 定 了 nn 维 线 
性 空间 V(F) 的 一 组 基 后 ,V(F) 的 线性 变换 与 数 域 玉 上 的 阶 矩 
阵 一 一 对 应 ,因此 ,在 学 时 较 少 的 情况 下 ,教学 的 基本 要 求 是 : 熟 
练 掌握 维 向 量 的 线性 运算 ,理解 线性 相关 性 的 理论 , 搞 清 R" 的 
基 \ 向 量 在 基 下 的 坐标 、 向 量 的 内 积 运算 及 向 量 的 长 度 与 夹 角 等 概 
念 ; 熟 练 掌握 矩阵 的 基本 运算 、 线 性 方程 组 的 解 的 理论 和 求解 方 
法 ;掌握 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 , 和 矩阵 的 对 角 化 及 二 次 型 的 标准 
形 和 正定 二 次 型 的 基本 概念 和 理论 . 在 上 述 教学 内 容 中 ,要 注重 
基本 概念 和 理论 ,着 重 培 养 熟 练 的 运算 能 力 , 适 当地 训练 逻辑 思维 
和 推理 能 力 . 

关于 教材 内 容 , 作 了 以 下 一 些 处 理 ， 

1. 关于 行列 式 . 采用 简便 的 递归 法 来 定义 n 阶 行列 式 , 并 相 
应 地 证 明 它 的 性 质 . 这 比 用 道 序 法 定义 可 节省 一 些 学 时 . 

2. 关于 矩阵. 从 高 斯 消 元 法 入 手 , 引 进 矩 阵 和 初等 变换 的 概 
念 . 对 于 和 矩阵 的 运算 ,除了 要 熟练 掌握 加 法 ` 数 乘 、 乘 法、 求 逆 及 转 
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罩 等 基本 运算 ,还 要 加 强 初等 变换 和 分 块 矩 阵 运 算 ,它们 不 仅 是 矩 
阵 运 算 的 重要 方法 和 技巧 ,而 且 在 理论 分 析 中 也 有 重要 意义 . 

3. 关于 线性 方程 组 .将 方程 组 放 在 矩阵 之 后 讲解 ,可 以 充分 
利用 和 矩阵 工具 ,使 表述 简明 . 向 量 的 线性 相关 性 的 概念 和 和 矩阵 的 
秩 的 概念 是 这 一 章 的 难点 ,以 三 维 几 何 向 量 在 线性 运算 下 的 关系 
作 背 景 ,抽象 出 维 向 量 的 线性 相关 性 的 概念 ,便于 初学 者 理解 这 
个 重要 的 概念 ,利用 初等 行 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 以 及 阶 
梯形 矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 , 来 证 明和 矩阵 的 列 秩 等 于 其 行 秩 ,这 样 容 
易 为 读者 所 理解 . 

4. 关于 向 量 空间 .重点 放 在 搞 清 R" 的 基本 结构 ,以 三 维 几何 
向 量 为 背景 ,一 并 提出 R" 中 的 线性 运算 和 内 积 运算 ,阐明 R" 的 基 
和 向 量 在 基 下 的 坐标 的 概念 以 及 向 量 的 几何 度量 性 . 如 果 教 学 学 
时 允许 的 话 , 在 R" 的 基础 上 再 进一步 讲授 一 般 线性 空间 的 概念 和 
理论 . 至 于 一 般 的 欧 氏 空间 和 内 积 空 间 的 概念 , 则 把 它 放 在 附录 
中 ,这 是 因为 受 一 般 工 科 院 校 的 本 课程 学 时 所 限 , 而 不 能 列 入 教学 
要 求 . 

5. 关于 线性 变换 .以 一 元 线性 函数 为 背景 ,抽象 出 n 维 向 量 
空间 的 线性 变换 的 概念 ,并 列举 了 CAD 中 常用 的 线性 变换 的 例 
子 .进而 讲 了 线性 变换 的 矩阵 表示 和 线性 变换 的 运算 . 

6. 关于 特征 值 和 特征 向 量 , 书 中 只 讲 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 
量 . 深入 讨论 了 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 , 学 时 少时 可 重点 掌握 实 对 
称 和 矩阵 的 对 角 化 . 

7. 关于 二 次 型 . 将 其 放 在 最 后 ,目的 是 用 已 学 过 的 知识 ,全 
面 地 讨论 二 次 型 化 标准 形 的 方法 和 正定 二 次 型 的 判定 . 学 时 少时 
只 要 求 掌握 通 过 正 交 变换 化 二 次 型 为 标准 形 . 

8. 关于 应 用 问题 . 书 中 专列 一 章 应 用 问题 ,是 为 学 有 余力 的 
学 生 提 供 一 些 材料 ,使 他 们 对 线性 代数 应 用 的 广泛 性 有 所 了 解 . 

本 书 的 编排 情况 为 : 


V 第 1 版 序言 


(1) 正文 分 为 基本 部 分 .引申 和 应 用 部 分 及 附录 . 基本 部 分 
共 6 章 ,引申 部 分 用 打 “x* ”的 办 法 安排 在 有 关 章 节 . 

(2) 习题 分 为 基本 题 \ 打 “x* ” 题 和 补充 题 ， 打 “x* ” 题 主要 是 
一 些 证 明 题 和 引申 内 容 的 训练 题 ,补充 题 一 般 比 打 “* ” 题 更 难 
一 些 . 

对 于 课 内 不 超过 40 学 时 的 院 校 ,我 们 建议 以 正文 的 基本 部 分 
和 习题 的 基本 题 作为 讲授 和 训练 的 基本 要 求 . 

本 书 由 居 余 马 ( 主 编 ) 与 胡 金 德 , 林 染 琴 、 王 飞 燕 \ 邢 文 训 合 编 ， 
是 在 居 余 马 (主编 ) 与 胡 金 德 合 编 的 《线性 代数 及 其 应 用 ;的 基础 上 
作 了 较 大 修改 而 写成 的 . 第 1 章 由 王 飞 燕 、 第 2 章 及 附录 B 由 
胡 金 德 ,第 3,4 章 由 居 余 马 、 第 5,7 章 由 林 殿 琴 、 第 6 章 及 附录 A 
由 邢 文 训 编写 ,最 后 由 主编 作 了 些 修 改 而 定稿 . 由 于 水 平 所 限 ,不 
妥 或 廖 误 之 处 在 所 难免 , 恩 请 读者 和 使 用 本 教材 的 教师 批评 指正 . 


编 者 
1994 年 5 月 于 清华 园 
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列 式 


在 线性 代数 中 ,行列 式 是 一 个 基本 工具 ,讨论 很 多 问题 时 都 要 
用 到 它 . 本 章 先 简单 介绍 二 三 阶 行列 式 的 定义 及 按 第 一 行 的 展 
开 式 ,再 进一步 讨论 ” 阶 行 列 式 . 本 章 主要 内 容 : n 阶 行列 式 的 定 
义 及 其 性 质 ;行列 式 的 计算 ;求解 一 类 非 齐 次 线性 方程 组 的 克拉 默 
(Cramer) 法 则 ,以 及 由 此 得 到 的 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相同 的 齐 
次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 必要 条 件 . 


1.1 于 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 


行列 式 的 概念 首先 是 在 求解 方程 个 数 与 未 知 量 个 数 相同 的 一 
次 方程 组 时 提出 来 的 (以 后 常 把 一 次 方程 组 称 为 线性 方程 组 ), 例 


如 对 于 一 个 二 元 一 次 方程 组 


1 
Q211 -| 


aizzs = bhi, 


Fazzzz 一 bs. 


当 alilasz 一 al2021 天 0 时 ,用 消 元 法 求解 ,得 其 解 为 


i 
A11422 一 Q12Q21 


Diazs 一 alzD2 


_ Ql bs — biaz 


9» 四 
Q11Q22 ~ Q12Q21 


人 们 从 (1.2) 式 中 发 现 , 如 果 记 


(1.1) 


(1. 2) 


Q pb 
D= =ad oe (Ll.3 
ed 
则 (1. 2) 式 可 以 表示 为 
b: a al bh 
b» a a bs 
1 YM i 
dl alz QI11 a1 
dz Q22 Q21 ld22 


我 们 把 (1. 3) 式 中 的 DD 称 为 二 阶 行列 式 . 
对 于 由 9 个 元 素 as (i,j 二 1,2,3) 排 成 三 行 三 列 的 式 子 ,定义 
Q11 Q12 Q13 
Q21 Q22 Q23 | 一 Q11422Q33 十 aizassasl 十 Q13Q21Q32 一 人 


Q13Q2?2Q31 一 Q12Q21Q33 一 QI1023Q32， 
Q31 Q32 Q33 


并 称 它 为 三 阶 行列 式 ( 横 为 行 , 竖 为 列 ). 
(1.4) 式 中 的 6 项 是 按 下 面 (1. 5) 式 所 示 的 方法 ( 称 为 沙 路 法 ) 
得 到 的 . 


a qd qls Ra Aly 
NS 汪 洒 
1 0、 GD3 wi 0 
x Xk、\ (1.5) 


hy ee a3l G3 


33 


2 A AN YY 
如 果 三 元 线性 方程 组 
| 十 alzzs 十 a1sxs 二 bi1， 


azX1 十 az2 Ts 十 as 一 0， 


asl Zi 十 aazTas 十 aaaZa 一 bs 
的 系数 行列 式 
Ql1 Gl2 a1s 
D= las a as| 天 0， 


Qal 432 433 
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用 消 元 法 求解 这 个 方程 组 ,可 得 
二 = 号， 坟 = 尼 ， wy (1.6) 


其 中 D;(j 二 1,2,3) 是 用 常数 项 51,b, ,bs 替换 D 中 的 第 j 列 所 得 
到 的 三 阶 行列 式 , 即 


bl a als au b1 a aa a1 bi 
Di= |b: a azs|, D2;= |an bz azs|, Ds = |an az bs|. 
bs aszs ass asl bs ass asl asz bs 


但 是 ,对 于 阶 行列 式 (n3) ,不 能 如 (1.5) 式 ( 沙 路 法 ) 那 样 
定义 . 因为 如 果 像 (1. 5) 式 那样 定义 ” 阶 行列 式 , 当 ?之 3 时 , 它 将 
与 二 ,三 阶 行列 式 没有 统一 的 运算 性 质 ,而 且 对 元 线性 方程 组 也 
得 不 到 像 (1. 6) 式 那样 的 求解 公式 .因此 ,对 一 般 的 n 阶 行列 式 要 
用 另外 的 方法 来 定义 . 在 代数 中 , 它 可 以 用 三 种 不 同 的 方法 做 定 
义 ,我 们 采用 简明 的 递归 法 做 定义 . 

从 二 ,三 阶 行列 式 的 展开 式 中 ,我 们 发 现 它们 遵循 着 一 个 共同 
的 规律 一 一 可 以 按 第 一 行 展 开 , 即 


Ql 412 913 


D= |as as azs 
Ad31 4d32 4d33 
G22 Q23 Q21 Q23 Q21 Q22 
一 011 12 mr » (1.7) 
Q32 Q33 Qs31 Q33 Q31 Q32 
Q22 ld23 dz1 4d23 dz1 4d22 
Mi ， Mi 一 ， Mi 一 
Q32 4d33 d3l 433 Q31 432 


分 别称 为 元 素 QI1l，Q12，Q13 的 余子 式 , 并 称 Ai 一 Ca » 
Ays 王 (一 DM ;Ass 二 (一 1)1Mis 分 别 为 a ,a as 的 代数 余 
子 式 . 如 此 ,(1.7) 式 即 为 

D = anAytarwAst arsA. 
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同样 
a diz 
了 DD 二 = = anAu + awA, (1. 8) 
dz1 ld22 
其 中 
Au = (Dlaz|= az, As = (~— Dt lor|=— an. 


这 里 |azz| ,1azi | 是 一 阶 行列 式 ( 不 是 数 的 绝对 值 ). 我 们 把 a 的 一 
阶 行列 式 |a| 定 义 为 a. 

如 果 把 (1.7),(1. 8) 两 式 作 为 三 阶 , 二 阶 行 列 式 的 定义 ,那么 
这 种 定义 的 方法 是 统一 的 ,它们 都 是 用 低 阶 行列 式 定义 高 一 阶 的 
行列 式 . 因此 人 们 很 自然 地 会 想到 ,用 这 种 递归 的 方法 来 定义 一 
般 的 阶 行列 式 . 对 于 这 样 定义 的 各 阶 行列 式 , 将 会 有 统一 的 运 
算 性 质 ， 下面 我 们 给 出 ” 阶 行列 式 的 递归 法 定义 . 


1.1.1 mn 阶 行列 式 的 定义 
定义 ”由 下 个 数 ai(i,j 王 1,2,…,n) 组 成 的 n 阶 行列 式 
al dl “"” ldln 


Q21 dzz dzn 


( 简 记 作 lai17) (1.9) 
Qnl Qnr2 “Qnr 
是 一 个 算式 . 当 7 一 1 时 ,定义 D 二 |au| 一 au; 当 7n 宇 2 时 ,定义 
D= al4a 十 asAs 十 … 十 anA 一 SA » 《1. 107 
j=1 
其 中 Ay we (— DHiM,, 
Mi 是 D 中 去 掉 第 1 行 第 7 列 全 部 元 素 后 , 按 原 顺序 排 成 的 ”一 1 
阶 行列 式 , 即 
dzl dpl dH1l " ld2n 


G3l “” da3p1 AQ3H1 "" ld3n 


Mj;= |. ， G = 1,2," ,nN), 


dnl dnl Qnjtl dnn 
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并 称 Mj 为 元 素 aij; 的 余子 式 ,Aij; 为 元 素 a1j 的 代数 余子 式 . 

在 (1.9) 式 中 ,aayaz，…am 所 在 的 对 角 线 称 为 行列 式 的 主 
对 角 线 , 相 应 地 aa ,az ,…，,am 称 为 主 对 角 元 , 另 一 条 对 角 线 称 为 
行列 式 的 副 对 角 线 . 

由 定义 可 见 , 行 列 式 这 个 算式 是 由 其 x 个 元 素 aij (一 1， 
2,…,n) 构 成 的 n 次 齐 次 多 项 式 ( 称 作 展 开 式 ) ,二 阶 行列 式 的 展开 
式 中 共有 21 项 ;三 阶 行列 式 的 展开 式 中 共有 31! 项 ;n 阶 行列 式 
的 展开 式 中 共有 n! 项 ,其 中 每 一 项 都 是 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 
素 的 乘积 ,在 全 部 n! 项 中 , 带 正 号 的 项 和 带 负 号 的 项 各 占 一 半 
〈 以 上 结论 可 根据 定义 ,用 数学 归纳 法 给 以 证 明 ). 当 第 一 行 元 素 
为 zi ;XTX 时 ,n 阶 行列 式 是 ziyz yz 的 一 次 齐 次 多 
项 式 . 

例 1 证 明 n 阶 下 三 角 行 列 式 ( 当 i<j 时 ,as 一 0, 即 主 对 角 
线 以 上 元 素 全 为 0) 

Qill 0 9 0 


卫 , = 和 四 .| 三 0Q1102z2"Qon。 


dnl ldn2 “” Qnr 
证 对 nn 作 数学 归纳 法 . 当 ? 一 2 时 ,结论 成 立 . 
假设 结论 对 n 一 1 阶 下 三 角 行 列 式 成 立 , 则 由 定义 得 


a 0 oos 0 i 0 ‘00 0 
dn WR 0 ld32 0Q33 0 
i ea Lr 
| 
dnl dn2 “”” Qm Qa2 dn3 “” Qm 


右 端 行列 式 是 ?一 1 阶 下 三 角 行 列 式 ,根据 归纳 假设 得 


D; = a az a33 *** ann). 国 
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同 理 可 证 ,n 阶 对 角 行 列 式 ( 非 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 0) 
al GC ae 和 


例 2 计算 ” 阶 行列 式 ( 副 对 角 线 以 上 元 素 全 为 0) 
0 0 x 0 流 


0 0 法 ww 湛 

Dis= : ， 
0 as x x 
a ¥* x x 


其 中 ,ai 天 0 ”Gi 二 1,2,…,n),“x ”表示 元 素 为 任意 数 . 
解 注意 ,对 一 般 的 >, 这 个 行列 式 不 等 于 一 aa …a,。 利用 
行列 式 定义 ,可 得 到 


0 0 省 过 
ol | 

0 ay ，… x 

a ¥ x 


再 利用 上 面 n 阶 与 4 一 1 阶 行列 式 之 间 的 关系 (通常 称 为 递 推 关系 
或 递 推 公式 ), 递 推 可 得 
D,= (— DaD,. i 一 (—1)" a,(—1)" ?a iD 


= (— DD tg gg, 1 asa 


mn—1) 
= (—1) 2 aa ia5Ql。 
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例如 , 当 n 二 2,3 时 ,D; 二 一 a1as,D; 一 一 Qiasa3; 当 nn 二 4,5 
时 ,D, 一 aiazasai ,Di 一 aliaszaasQ4as， 

此 结论 对 副 对 角 线 以 下 元 素 全 为 0 的 行列 式 也 成 立 . 利用 下 
面 讲 的 性 质 2, 对 最 后 一 列 展 开 ,也 得 同样 的 递 推 公式 . 


1.1.2 mn 阶 行列 式 的 性 质 


直接 用 行列 式 的 定义 计算 行列 式 , 一 般 是 较 繁 琐 的 . 因此 ,我 
们 要 从 定义 推导 出 行列 式 的 一 些 性 质 ,以 简化 行列 式 的 计算 . 
性 质 1 行列 式 的 行 与 列 ( 按 原 顺 序 ) 互 换 , 其 值 不 变 , 即 


QI dal2 Qln a a2l dnl 
dz ld22 Q2n QI12 dz2 Qnz 
= tL 
: ; 
Qal Qn2 Qnn dln Q2x a 


这 个 性 质 可 用 数学 归纳 法 证 明 , 由 于 证 明 的 表述 较 繁琐 ,我 们 
略 去 其 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 本 章 附 录 ， 

有 了 这 个 性 质 ,行列 式 对 行 成 立 的 性 质 都 适用 于 列 . 以 下 我 
们 仅 对 行 讨论 行列 式 的 性 质 . 

性 质 2 ”行列 式 (1. 9? 对 任 一 行 按 下 式 展开 ,其 值 相等 , 即 


D= alAi 十 aizAi: 十 … 十 ainA in -3 DasAs 
j=1 


(i= 1,2,.,n), (1. 12) 
其 中 
As = (— DiM;, 
Mj 是 D 中 去 掉 第 i 行 第 ;7 列 全 部 元 素 后 按 原 顺 序 排 成 的 
nn 一 1 阶 行列 式 , 它 称 为 ;的 余子 式 ,Aij 称 为 ai; 的 代数 余子 式 . 


8 第 1 章 行列 式 


证 法 与 性 质 1 的 证 明 类 似 ,也 用 数学 归纳 法 (参阅 本 章 附 录 ). 
性 质 3 (线性 性 质 ) 有 以 下 两 条 : 


dl dl2 '* dln dl QI ?dln 


(1) kai Raizs … kai|= klai Qi2 | (ls183» 


Unl dn2 Qnn Qnl dnz Qn 
a QI12 Qln 
和 
(QD |aa 十 pa ais 十 Dis Win tb 
Qnl Qnz Qnn 
QI11 dal Qln QI a al 
2 


一 |a az … aa 十 |6 bz … bn |. (1.14) 


Qnl Qn2 ”lnn Qnl Qn2 ”Qnn 


利用 性 质 2, 将 (1.13),(1.14) 式 中 等 号 左 端的 行列 式 按 第 i 
行 展开 ,立即 可 得 等 号 右 端 的 结果 . 

由 (1.13) 式 又 可 得 : 

推论 1 某 行 元 素 全 为 零 的 行列 式 其 值 为 零 . 

性 质 4 行列 式 中 两 行 对 应 元 素 全 相等 ,其 值 为 零 , 即 当 az 一 
ax(i 关 j ,1 二 1,2,…,n) 时 ,有 
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al dl “” dln 
Qil diz Qin 
D= |: : ; |=0. Gls15> 
Qj Qi2 jn 
Qnl Qnz “Qnr 


证 用 数学 归纳 法 证 明 . 结果 对 二 阶 行列 式 显 然 成 立 , 假 设 
结论 对 一 1 阶 行列 式 成 立 , 在 n 阶 的 情况 下 ,对 第 & 行 展开 (了 
i, 站 , 则 


D= aa4a 十 aeAe 十 …… 十 arAu = DanAn. 
1=1 


由 于 余子 式 Mu (1 二 1,2,…,n) 是 n 一 1 阶 行列 式 , 且 其 中 都 有 两 行 
元 素 相同 ,所 以 Ai= 二 (一 DTMi 二 0(L 二 1,2,…,n), 故 D=0. 国 

由 性 质 3(D 和 性 质 4, 立 即 可 得 ， 

推论 2 行列 式 中 两 行 对 应 元 素 成 比例 ( 即 aj 二 Rai ,i 关 j， 
l=1,2,.%…,n,k 是 常数 ) ,其 值 为 零 . 

性 质 5 在 行列 式 中 ,把 某 行 各 元 素 分 别 乘 非 零 常数 &, 再 加 


到 另 一 行 的 对 应 元 素 上 ,行列 式 的 值 不 变 (简称 对 行列 式 做 倍加 
行 变换 ,其 值 不 变 ) , 即 
QI Ql12 *** Qln Qll Qil2 ee 4 
Qil Qi Qin Qil Qi2 0 外 
an Qj Qjn Ra 十 ai kawztas * ka tas 
At Wa wT Ws 全 5 Qn2 oe. i 
(1.16) 
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利用 性 质 3(iiD 和 推论 2, 可 证 明 (1. 16) 式 成 立 ， 
性 质 6( 反 对 称 性 质 ) ”行列 式 的 两 行 对 换 ,行列 式 的 值 反 号 . 
证 重复 用 性 质 5, 然 后 再 利用 性 质 3GD ,就 有 


Q11 Q12 *** dln a Q12 U1n 
Qil Qi2 *** din Qil 十 ai Qi2 :a “ain 十 Qjn 
Qi 0j2 "" Qjn Qj Qj2 ee Qjn 
Qnl Qn2 ”Qnr Qnl Qnz i Qnn 
Ql1 QG12 Qln 
E b : 
a- 生 Qi Qi2 十 ai 上 Qjn 
a 。 : 。 
Qi a in 
; 
Qnl Qn2 Qnn 
a dl2 ”Qin QI11 QA12 “** dln 
Qn Qj Qjn Qn Qj2 Qijn 
一 0 一 0i2 "TT din Qi Qi2 ”Qi 
dnl dn2 ”dnn Qnl Gn2 "*” Qnn 


国 
性 质 7 行列 式 某 一 行 的 元 素 乘 另 一 行 对 应 元 素 的 代数 余子 
式 之 和 等 于 零 , 即 
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SD dy anAn 十 aizAp 村 三 -A 二 0 (天 7). 


k=1 


(1.17) 
证 根据 性 质 2, 行 列 式 (1.9) 对 j 行 展开 得 


一 让 yo 二 
因此 ,将 行列 式 (1. 9) 中 第 J 行 的 元 素 Qa»4dj2, …,ajin 换 成 Qily 
ais，"…sam 后 所 得 的 行列 式 ,其 展开 式 就 是 >)awAj， 即 

du dl ”al 


,A 
an az … am | 第 i 行 


di Qi2 “ ”Qin 第 7 行 


dnl Qun2 “” Qnr 


由 于 上 式 右 端 的 行列 式 第 i 行 和 第 j 行 对 应 元 素 相等 , 故 


> ainAje = 0. 国 
k=1 


对 于 行列 式 (1. 9) ,我 们 可 以 把 (1. 10) ,(1. 12) , (1. 17) 式 统一 
地 写成 


Da 人 6D » 
k=1 


1， 当 i = 二 J， 
,1 Sia (1.18) 


同样 ,行列 式 (1. 9) 对 列 展开 ,也 有 


其 中 


DD aiAs = 6D. ClO 


k=1 
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1.2 nn 阶 行列 式 的 计算 


这 一 节 , 我 们 通过 例题 来 说 明 , 利 用 行列 式 的 定义 和 性 质 , 计 
算 ” 阶 行列 式 的 常用 方法 ， 
例 1 对 于 上 三 角 行列 式 ( 当 ;>7 时 ,az 一 0) 有 


dl a1 Qln 


0 0 an 
解 ” 设 D' 表 示 将 行列 式 D 的 行 与 列 ( 按 原 顺 序 ) 互 换 所 得 的 
行列 式 , 则 利用 1. 1 节 中 性 质 1 和 例 1 的 结果 , 即 得 
D = D’ = ay as … am 


例 2 计算 4 阶 行列 式 


J 下 “二 外- 设 
一 由 二 1 一 点 了 

而 王 
2 水 30 -1 


1 2 4 2 
解 ” 对 行列 式 做 倍加 行 变换 和 两 行 对 换 , 将 其 化 为 上 三 角 行 
列 式 . 先 利用 性 质 5, 把 第 1 行 分 别 乘 1, 一 2, 一 1 加 到 第 2,3,4 行 
上 去 得 


1” 对 = 站 2 到 汪 二 击 2 
0 和 一 由 3| @-@ 上 0 4 5 0 
(0 Q 名 = 一 8 
0 1 5 0 0 = 3 
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于“ 生 人 迁 。 六 
四 二 @X( 一 2) 0 生 5 0 
ee 
0 和 ”二 5 洛 

1 本 2 

@+ex(- 妆 ) lo 1 5 0 

= 


0 0 0 57/14 
一 (一 1) XX1X1X( 一 14)X(57/14) 一 57. 
其 中 : @@ 表 示 第 @ 行 与 第 @ 行 对 换 ,@TO@X( 一 2) 表 示 第 @ 
行 加 第 @ 行 乘 ( 一 2;@ 十 @X (一 天) 的 意义 也 是 类 似 的 . 


此 例 利 用 性 质 5 和 性质 6, 把 数字 行列 式 化 为 上 三 角 行 列 式 ， 
是 计算 数字 行列 式 的 基本 方法 . 但 是 对 于 三 阶 数字 行列 式 , 用 沙 
路 法 按 对 角 线 展开 (计算 6 项 乘积 ) 可 能 更 为 简捷 . 

例 3 计算 4 阶 行列 式 


1 4 一 1 4 
-| 4 3 
D= 
4 2 3 11 
3 0 9 2 


解 ”利用 性 质 5, 把 行列 式 某 行 ( 列 ) 元 素 化 为 只 剩 一 个 非 零 
元 ,再 利用 性 质 2, 把 行列 式 按 该 行 ( 列 ) 展 开 , 从 而 降 阶 计算 . 这 也 
是 展开 行列 式 的 基本 方法 . 

注意 到 D 中 第 2 列 有 一 个 0, 再 利用 az 一 1, 把 第 2 行 乘 
(一 和 和 (一 2) 分 别 加 到 第 1 和 第 3 行 上 去 ,将 第 2 列 中 其 余 元 素 
化 为 0, 然 后 对 第 2 列 展开 ,得 
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一 站 人 一 到 一 8 
光 ” 1 4 3 
0 全 一 二 总 
3 0 9 2 
1 一” 一 
三 区 2 兴工 区 人 “一 0 5 
3 9 2 
A 
= 0 一: 5 |s 
3 9 2 
再 把 第 3 列 加 到 第 2 列 , 按 第 2 行 展 开 
4 17 8 7 25 8 
D= 0 5 5 | 一 0 0 5 
3 9 py 3 4. 2 
i 
3 | 
三 一 号 人 7 二 人 7 三 开 0. 
例 4 如果 行列 式 DD 二 1a 1? 的 元 素 满足 oj 一 一 ar (i,j 一 
1,2,…,) ;就 称 刀 是 反对 称 行列 式 ( 其 中 mu 一 一 os 人 ou 一 
0 一 1，…，72)。 


一 Dmxsx| 


证 明 奇 数 阶 反对 称 行列 式 的 值 为 零 . 
0 dlz Qln 
一 Q12 0 Q2n 
证 设 D= . 
一 Qi 一 Qu “*° 0 


根据 性 质 1 有 
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0 一 al 一 aa3 一 Qin 
ee Qs 0 a = 
六 发 记 lan eas 0 
再 利用 性 质 3(i) ,将 每 行 提出 公 因 数 ( 一 1) , 即 得 
D= (— 1)"D. 
由 于 ”是 奇数 ,得 D= 一 DD, 故 D=0. 图 
例 5 证 明 
Qa 二 bh bc cz 十 a a b Cc 
astb be Fa|=2|as ba cl 
as 十 b3 十 cs cs 十 as as bs cs 


证 方法 1: 把 左 端 行列 式 的 第 2,3 列 加 到 第 1 列 , 提 取 公 因 
子 2, 再 把 第 1 列 乘 ( 一 1) 加 到 第 2,3 列 得 
aa 十 页 十 ~—a —hh 
左 式 = 二 2|azs 十 bs 十 cs as bz | ， 
aa 十 p 十 ca 一 aa 一 bs 
再 把 第 2,3 列 加 到 第 1 列 , 然 后 分 别提 出 2,3 列 的 公 因 数 ( 一 1)， 
再 作 两 次 列 对 换 , 等 式 就 得 证 . 
方法 2: 对 左 式 的 各 列 依次 用 性 质 3(ii ,将 左 式 表示 为 2 个 
行列 式 之 和 ,其 中 有 6 个 行列 式 各 有 2 列 相等 , 即 
al bc ci 十 a pi 十 cl ci 十 ai 
左 式 = |as Bb 十 co cs 十 azs| 十 |6 Bs 十 cs cs 十 az 


aas Bs 二 cs cs 十 as bs bs 二 cs cs 十 as 


a bh ata al cl ci 十 aa 
一 |a 6 cs 十 azs | 十 |as c cs 十 as| 十 


as pa ca 十 as aa Cs ca 十 as 
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bh bh acta bl Cc ci 十 da 
bs b2 cz 十 az| 十 | 和 cs cz 十 as 
bs bs cs 十 as bi cc cas 


al bh ci bl ci ai 
一 |a pb cz| 十 0 十 0 十 0 十 0 十 0 十 0 十 |b。 cs az 
as bs cs bs cs as 
二 右 式 . 图 
例 6 计算 n 阶 行列 式 
地- 从 区 a 
7 a 
D=|a a zx a 


a a a De pe 
解 ” 该 行列 式 每 行 元 素 之 和 相等 ,此 时 把 各 列 都 加 到 第 1 列 ， 
提出 第 1 列 的 公 因 子 x 十 (n 一 1)a, 然 后 将 第 1 行 乘 一 1 分 别 加 到 
其 余 各 行 ,D 就 化 为 上 三 角 行 列 式 , 即 


1 溃 流 a 

Es/ a 
D=[zx+i+n—l)alll a x ' &a 

1 a a 史 

1 a a 

0 记 一 a 0 0 

一 [z 十 (一 1)c]| 0 0 工 一 4 
0 0 0 一 


[z 十 (2 一 1)a](z 一 Ga 一， 
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例 7 如 果 zyz 了 0, 计 算 三 阶 行列 式 


a et 2 3 
D= 1 2 十 也 3 
1 2 3 二 


解 方法 一 : 将 第 1 行 乘 ( 一 1) 加 到 第 2 第 3 行 , 再 将 第 2 列 


乘 y \ 第 3 列 乘 二 并 各 加 到 第 1 列 ,化 为 上 三 角 行列 式 ,得 


le 2 3 La 2 3 
D=|—z »y 0|= 0 少 
0 2 


一 (I+z + Eye = yz 十 2zz 十 3zy 十 yz 


方法 二 : 将 D 中 1,2,3 分别 表示 为 1 十 0,2 十 0,3 十 0, 根 据 性 
质 3Ci),D 可 化 为 2 个 行列 式 , 其 中 有 4 个 为 0, 得 
:人 0 划 te i 二 0 台 TFT 0 0 
1 yol+lo 2 ol+lo y 3|+|0o y 0 
1 0 0 人流 名 全. 0 3 
= yz 二 2zz 十 3zy 二 zyxz. 


例 8 证 明 范 德 蒙 (Vandermonde) 行 列 式 


D= 


6 


1 1 1 “» J 
1 Ts Xs Wh 
= | wt zs 忆 2 
: 
人 i 
= [I (zz), 


1<j<i<n 


其 中 连 乘积 
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I Gm—#) = CG — zr) Cm — zm — nm — x2) 


| Cy — me 
是 满足 条 件 1<j 二 i<n 的 所 有 因子 (zi 一 2;) 的 乘积 . 
证 用 数学 归纳 法 证 明 . 当 n=2 时 ,有 


J 和 


V; = =z—z= [I C2), 


1<j<ig2 
结论 成 立 . 假设 结论 对 ”一 1 阶 范 德 蒙 行列 式 成 立 ,下 面 证 明 对 nn 
阶 范 德 蒙 行列 式 结论 也 成 立 . 

在 V, 中 ,从 第 n 行 起 ,依次 将 前 一 行 乘 一 x 加 到 后 一 行 ,得 


TX1 Xs 


1 1 1 9 1 
0 wh Wa — 0 ‘0. 一 天 
了 到 一 |0 击 ( 辣 一 五) BR h(i O— 


0 zz—T) Hmm) 0 T(x, ZX1) 
按 第 1 列 展开 ,并 分 别提 取 公 因子 ,得 
1 


下 
一 (zz 一 Zi)(za 一 习 )(zs 一 2)| 2 TX 
TE A oe 


上 式 右 端的 行列 式 是 n 一 1 阶 范 德 蒙 行列 式 ,根据 归纳 假设 得 
Vi = (x — zx) zm zz zr) [I Cz;—zx,), 


2<j<i<n 


故 
V,= [I Cr;— x). 加 


1<j<i<n 


例 9 证 明 
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al ai a 0 v00 0 
Adz21 Q22 dzk 0 0 
D= lan ae Qkpk 0 0 
Cu Cl2 cue bu Dim 
: ; 
Cm Cm2 Ge Gi Gn 
Ql ad12 CQIA 
pu Dim 
Q21 dd22 "ad2k 上 
= § 区 (1. 20) 
: : $ 
bm Gi 
Qa dk Qik 
证 记 
让 了 mn 
I4|=|a;li, B|= |6, |7Y. 


对 14| 的 阶 数 作 数学 归纳 法 . 当 二 1 时 ,对 DD 的 第 一 行 展 
开 , 得 D 二 au1B| 二 lan11B|( 这 里 |ay | 是 一 阶 行列 式 ), (1. 20) 式 
成 立 . 假设 |4| 为 一 1 阶 时 ,(1. 20) 式 成 立 . 下 面 考虑 |4| 为 k 阶 
的 情形 ; 此 时 ,将 D 对 第 1 行 展 开 , 得 
D =an(— DMB 十 as (一 TD)2+HMB +… 十 
au(— 1) MPD, @ 
其 中 MP 是 ayj 在 D 中 的 余子 式 (j 二 1,2,…,k). 显然 MP 也 是 
(1. 20) 式 类 型 的 行列 式 , 而 且 它 的 左上 角 是 一 1 阶 的 ,根据 归纳 
假设 
MP 一 MI 和 BI, j=1,2,,k, © 
其 中 MI? 是 aj 在 |4| 中 的 余子 式 . 将 @ 式 代入 @ 式 , 即 得 
D=[an(— DM 十 ai (一 1)2+2MI 十 … 十 
ax( 一 1)zAMIA] |B|=|A1|B|, 
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所 以 |4| 为 & 阶 时 ,(1.20) 式 成 立 . 因此 14 | 为 任意 阶 行列 式 时 ， 
(1. 20) 式 都 成 立 . 图 
(1. 20) 式 可 简 记 为 


A 0 
=|A1IBI. 
B 


若 |4|,1B| 如 上 所 设 , 同 样 也 有 


A * 
罗 尘 | |= anal C1 21) 
0 B 
但 要 注意 ， 
D= | A|z_lallB| 
| 让 关 3 


此 时 ,可 将 |14| 所 在 的 每 一 列 依次 与 其 前 面 的 m 列 逐 列 对 换 ( 共 对 
换 kXm 次 ) ,使 之 化 为 (1. 20) 式 的 形式 ,于 是 便 有 
A 
B x 


= (— De 


4 0 
- (—D*™ |AI|IB|I. (1.22) 
x B 


例 10 求 方程 DCz) 一 0 的 根 ,其 中 


一 上 路 二 记 ， 守 二 1 因 

荐 一 妾 一 荐 一 和 击 二 必 区 

D(z) = ， 
3 一 一 和 一 

交 一 小 王 一 六 多 一 一 才 


解 ”由 观察 可 见 z 一 0 是 一 个 根 , 因 为 zx 一 0 时 ,行列 式 第 1、 
第 2 列 成 比例 ,所 以 D(0) 二 0. 但 要 求 其 他 根 ,必须 展开 这 个 行列 
式 . 将 第 1 列 乘 一 1 加 到 2,3,4 列 ; 再 将 变换 后 的 第 2 列 加 到 第 4 
列 , 即 得 
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i 0 1 
六 一 名 .一流 0 2 
光志 第 二 六 3 由 1 
大 一 和 二 让 这 一 睹 党 


D(z)= 


应 一 工 ,| 由 | 
= 。 一 一 ZX(Z 十 1) 
放 二 元 2 后 二 江 2 
所 以 方程 D(x) 二 0 有 两 个 根 : 0 与 一 1. 
“ 例 11 计算 nn 阶 三 对 角 行 列 式 
Q D 
全 人 
¢ & 
D, = . . 
有 “这 白 
、 a 


解 把 D, 按 第 1 行 展 开 , 再 将 第 2 项 中 的 行列 式 对 第 1 列 展 
开 得 


沪 长 
下 砍 
D,= aD, 1+ (— Dp i ' 
0 0 5 尼 
0 0 5 要 C a|n! 阶 
= aD,1 — bcD, ;. 中 


由 中 式 ( 称 为 递 推 公式 ) 可 见 ， 由 D 和 D; 可 算出 D;; 由 D: 和 Ds 
可 算出 Di ;如 此 等 等 . 为 了 利用 Di 和 D; 递 推出 D, 的 计算 公式 ， 
我 们 将 中 式 改 写成 

D, — kD, 1 = 1(D,1 — kD,.:), © 
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其 中 
k 二 l=a, kl = bc. @ 
在 @ 式 中 , 记 4, 一 D, 一 kD,-1, 则 @ 式 为 
Au, = lA. Oa 
由 这 个 递 推 公式 易 得 
4, 一 /4 一/(4A s) = = 1 As, 
即 D, — kD = 1 *(D,— kD), @ 
其 中 
mb 
D;, = =a—bce, Di=lal=a. 
次 过 
将 它们 代入 四 式 , 再 利用 加 式 , 易 得 D; 一 上 AD: 一 二, 于 是 
项 二 站 于 而 立 ® 
再 利用 递 推 公式 @ ,可 以 递 推出 


D,= 二 kU 二 RD ) = 二 kL! +kD, 
= 二 kL"!+k ("+ kD, s) 
[二 kL"! + kl"? 十 kD,s 
二 二 十 RL 十 民 1" 了 十 十 R* 了 2 十 "1DD)， 
其 中 Di 一 |a| 一 a 一 & 十 2, 所 以 
D,= 严 十 有 2 十 妨 人 十 沪 十 和 2 十 iT7 十 ir，， © 

例如 , 当 a==3,56 二 2,c 二 1 时 ,由 @@ 式 算得 & 一 1, /一 2, 或 有 一 

2,7 二 1, 此 时 


aa 十 1 bntl 
D, = 一 三 六 一 2 一 1 


1.3 克拉 默 法 则 


这 一 节 讨 论 : ”个 未 知 量 ”个 方程 的 线性 方程 组 ,在 系数 行 
列 式 不 等 于 零 时 的 行列 式 解法 ,通常 称 为 克拉 默 (Cramer) 法 则 ; 


1.3 克拉 默 法 则 
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并 进一步 给 出 n 个 未 知 量 个 方程 的 线性 齐 次 方程 组 有 非 零 解 的 


定理 (克拉 上 默 法 则 〉 设 线性 非 齐 次 方程 组 


aunzi 十 alzTs 十 …… 


Tawra 一 和 ii， 


a2171 十 azzTZs 十 …… 十 asT 二 bs， 
2 而 十 二 十 光 十 Gov 三友， 
或 简 记 为 
Dyasz; = Bs t= 1,2y° Nn 
j=I1 
其 系数 行列 式 
du da Qln 
dsl Qs Qon 
D= 。| 关 0， 
Qn2 Qnn 


Qnl 
则 方程 组 (1. 23) 有 唯一 解 


TXT; 二 = 


i D , 


j= 1,2,",n. 


(1.23) 


(1.24) 


(1.25) 


其 中 D; 是 用 常数 项 5 ,5。,…,b, 替换 D 中 第 j 列 所 成 的 行列 式 ， 


即 


QI “** dll 


Q21 "dzp1l 


dnl dnj-l 


ob Qljt1 
bs Q2 计 1 
i Qnjtl 


(1.26) 


证 先 证 (1. 25) 式 是 方程 组 (1. 23) 的 解 , 根 据 (1. 26) 式 


D,; = biA; + bz As; 十 … 十 DA > DA 9 
k=1 


其 中 Aij 是 系数 行列 式 中 元 素 a 的 代数 余子 式 . 
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将 才 一 方 了 BAwG 一 1,2,…sn) 代入 (1.24) 式 左 端 ,得 
k=1 


Ti 1 
3 (52%4%)- 320 3 ,Awb: ) 


n 


Ce 方 > (DasAnb:) 


k=1 j= 


-十 > bh (Pe ,A )= BE 


三 1 


ae 二 1,k 关 i 时 ,6 一 0) 
= =(b*1.D)=b, (i=1,2,.,n). 


(其 中 * 处 等 号 成 立 的 理由 是 ,双重 连 加 号 求 和 次 序 可 交换 ， 
请 参阅 本 章 附 录 . ) 
所 以 (1.25) 式 中 的 zj 二 D;/D(j 二 1,2,…,n) 满 足 方程 组 
(1. 23) 中 的 每 一 个 方程 ,因此 它 是 方程 组 (1. 23) 的 解 . 
再 证 方程 组 (1. 23) 的 解 也 必 是 如 (1. 25) 式 所 示 , 设 c1 ,cs，*…， 
一 组 解 , 则 
ailcl 十 aizcs 十 …… 十 ac 一 太 ， 
aslcl 十 azzcs 十 … 十 azncn 二 bz， 


J 一 


aalcl 十 anazca 十 … 十 anncn 二 Db. 
在 上 面 n 个 等 式 两 端 ,分 别 依次 乘 A ,Az; 二 s A ,然后 再 把 这 了 2 
个 等 式 的 两 端 相 加 ,得 


(六 ai )ei 十 %* 十 (DlasAs )e; 二 (Dandis )c。 
二 i=1 i=1 


= inky. 
i=1 
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上 式 左 端 ClyC29 9 Cj 一 19 Ci+19 9 Cn 的 系数 全 为 零 ,ci 的 系数 为 
DD, 右 端 > 64， = Di， 因 此 De 一 Di, 故 


= 过 

i Dr 
分 别 取 j 二 1,2,…,n, 这 就 证 明了 cisCs，"…* ,Cn 如 果 是 解 ,它们 也 必 
然 分 别 等 于 吨 , 嚼 ,… ,去 ,于 是 方程 组 (1. 23) 的 解 的 唯一 性 
得 证 . 国 


由 克拉 默 法 则 ,立即 可 得 下 面 的 推论 
推论 若 齐 次 线性 方程 组 


Daszjy=0 GG=1,2,%,n) (1.27) 
j=1 


的 系数 行列 式 卫 一 |as 11 天 0, 则 方程 组 只 有 零 解 xz; 二 0,j 王 1， 
2 ，…，71， 
因为 此 时 D;==0,j==1,2,*…,n. 

与 推论 等 价 的 命题 ( 即 道 否 命题 ) 是 : 若 上 述 齐 次 线性 方程 组 
有 非 零 解 , 则 系数 行列 式 D 二 1ai; 11 二 0， 即 齐 次 线性 方程 组 有 非 
零 解 的 必要 条 件 是 系数 行列 式 D 二 0. 

在 第 3 章 中 ,我 们 将 进一步 证 明 ,D==0 也 是 齐 次 线性 方程 组 
(1. 27) 有 非 零 解 的 充分 条 件 . 

用 克拉 默 法 则 求解 系数 行列 式 不 等 于 零 的 元 非 齐 次 线性 方 
程 组 ,需要 计算 n 十 1 个 n 阶 行列 式 , 它 的 计算 工作 量 很 大 . 实际 
上 关于 数字 系数 的 线性 方程 组 (包括 系数 行列 式 等 于 零 及 方程 个 
数 和 未 知 量 个 数 不 相 同 的 线性 方程 组 ) 的 解法 ,一 般 都 采用 第 2 章 
中 介绍 的 高 斯 消 元 法 . 克拉 默 法 则 主要 是 在 理论 上 具有 重要 的 意 
义 ,特别 是 它 明确 地 揭示 了 方程 组 的 解 和 系数 之 间 的 关系 . 
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例 1 已 知 三 次 曲线 y= 二 f(z) 二 ao 十 arz 十 asx? 十 aaz? 在 4 
个 点 z 一 士 1,z 一 士 2 处 的 值 ; f(1) 一 了 (一 1) 一 f(2) 一 6,f( 一 2) 
一 6, 试 求 其 系数 ao ,al ,az ,as. 

解 ”将 三 次 曲线 在 4 个 点 处 的 值 代 入 其 方程 ,得 到 关于 ao， 
ayazyas 的 非 齐 次 线性 方程 组 

0 十 Qi 十 4@s 十 as = 6， 
Qo 十 a1( 一 1) 十 as( 一 1)? 十 as( 一 1)? 一 6， 
a 十 ai(2) 十 az(2) 十 as(2) 一 6， 
如 十 ai (一 2) 十 az( 一 2)2 十 as( 一 2)3 一 一 6. 
它 的 系数 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 ( 例 8 的 行 、 列 互 换 ) 
1 1 J 1 
1 ol MD 1 
1 入 2 2 
1 一 2 (一 2): (—2)’ 
(— 1 =)({2— (2 T2121)。 
(一 2 一 2) 一 72. 
于 是 ,由 克拉 默 法 则 可 得 三 次 曲线 方程 的 系数 


其 中 


D, = 


Mo 
人 
oo 


J 
1 
Di 一 一 72， 
1 
L 


0 站， 
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Eh 6 1 
一 和 交 二 
D; = 一 一 144， 
2 6 8 
一 2 一 6 一 8 
i 
-和 首 
D; = = 72. 
’ 2 4 6 
一 2 4 一 6 


所 以 am 一 8,a 一 一 1,a 一 一 2,as 二 1, 这 是 唯一 解 , 因 此 过 上 述 4 
个 点 所 唯一 确定 的 三 次 曲线 方程 为 
f(z) 一 8 一 元 一 2 形 十 地 

一 般 地 ,过 ?十 1 个 工 坐 标 不 同 的 点 《zi,y0) ,一 1,…, 7 十 1, 可 
以 唯一 地 确定 一 个 次 曲线 的 方程 y 一 ao 十 a1z 十 azz 十 …* 十 anx”. 

例 2 求 4 个 平面 aiz 十 biy 十 ciz 十 d; 二 0(1 二 1,2,3,4) 相 交 于 
一 点 (zo ?.y0 ,zo) 的 充分 必要 条 件 . 

解 设 4 个 平面 相交 于 一 点 Po (zo 9? .yo ， 20 ) , 则 其 中 必 有 某 3 
个 平面 相交 于 P。 点 (如 果 任 意 3 个 平面 都 不 相交 于 此 点 , 则 4 个 
平面 不 会 交 于 此 点 )。 不 妨 设 前 3 个 平面 相交 于 P, 点 ,于 是 前 3 
个 平面 方程 构成 的 非 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 解 ,从 而 


al pb cl 
D: 一 |a pp c|0. 
as bs cs 
我 们 把 平面 方程 写成 


az 十 py 十 cz 十 dz 一 0， 
其 中 :二 1,i 二 1,2,3,4, 于 是 4 个 平面 交 于 P。 点 就 是 4 个 方程 构 
成 的 TY Zt 的 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 的 非 零 解 (xo ,yoyzo，1)， 
因此 其 系数 行列 式 D0. 所 以 D 二 0 或 D; 关 0 是 4 个 平面 相交 于 
一 点 的 必要 条 件 . 它 也 是 充分 条 件 , 因为 由 D; 隆 0 可 得 前 3 个 平 
面相 交 于 一 点 Po ,学 习 了 第 3 章 , 由 D 二 0 可 知 P。 是 4 个 平面 的 
唯一 交点 . 
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附录 1 性 质 1 的 证 明 双重 连 加 号 
I. 性 质 1 的 证 明 
dy ai Qln dy  Q31 dnl 
dsl dz2 don dl2  Q22 Qn2 
证 明 | : 


Qnl  Qa2 “” Qun Qi dzn dnn 


证 ”对 行列 式 的 阶 数 作 数 学 归纳 法 ,将 等 式 两 端的 行列 式 分 
别 记 作 也 和 D”. 


当 z 一 2 时 ,D==D' 显 然 成 立 , 假 设 结论 对 于 小 于 n 阶 的 行列 
式 都 成 立 ,下 面 考虑 n 阶 的 情况 . 


根据 定义 
D= aun A + 


HF as Aiz 十 … 十 avAv， 
D’= an A az A | 
根据 归纳 假设 A = 一 Ai ,于 是 


| A 
ss nay 


Q12 ld32 


a ‘a 
D’= anAn 十 (一 1) "a 本 


不 
dln U3n Qnr 
Ql? lz2 0Q42 ** dnz2 
dl13 dz3 ds3 ** dn3 
(一 Drsaa | | 十 … 十 


dln Q2n dan Qnn 
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dl2 4d22 dn-l2 
dl3 4d23 dn-13 


C= 


此 时 ,根据 归纳 假设 ,上 面 的 一 1 个 n 一 1 阶 行列 式 ,都 对 第 
1 列 展开 ,将 含 QI12 的 项 合并 在 一 起 ,其 值 恰 好 等 于 aa Al , 含 Q13 的 
项 合并 后 其 值 等 于 asAis ，…，, 含 at 的 项 合并 后 其 值 等 于 al,A,， 


因此 也 一 D. 下 面 证 明 含 at 的 项 合并 后 其 值 等 于 al Ai. 


Q33 *** dna Q23 Q43 “** dn3 
(— Dt?anarws : : 十 (一 Dasa 2 | 
Uan *** Qnn Qan Qan "dnn 
dd23 Qn-l3 
> 1) Ta,1ay : ; 
dzn dn—ln 
al 0 二 内 0 as 0 0 
一 (人 Tea Q33 ”0 十 加 0 a Qn3 于 
0 a ”CQm Gzn 0 Qur nn 
0 0 Qnl 
G23 Qn 一 13 0 


Gon “” Qnr-lin 0 


一 (一 1 a 


Uzn da3n ”lnn 


一 012 0 一 NM 二 412 人 1)™? Ms 3 a1z A 9 
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其 中 余子 式 M (n 一 1 阶 行列 式 ) 是 Mi 的 行列 互 换 后 的 行列 式 . 
根据 归纳 假设 它们 相等 . 


LL. 性 质 2 的 证 明 
证 明 aaAni 二 TaisAiz 二 *… 二 aA in 
=anAutTazAwst tanAs: (=2,3,°%,n). 
证 用 类 似 于 性 质 1 的 证 明 方 法 ,读者 不 难 证 明 上 式 对 任意 
的 i(2<<i<n) 都 成 立 . 


本 . 关于 双重 连 加 号 “> 》)” 


对 于 个 数 连 加 的 式 子 
Le ed ee i 


为 了 简便 起 见 ,我 们 可 用 连 加 号 习 ,把 它 记 作 > a。 


例如 2 = + 二" 十， 


其 中 i 为 求 和 指标 , 它 取 自然 数 1,2,…,n. 
有 时 连 加 的 数 是 用 两 个 指标 来 编号 的 ,例如 mXn 个 数 排 成 
Ql 9 A129 Qj Gin 


Q21 9Q22 9 942;9""" 9Q2n 


Qml 9m2 9 9 Gmi 9 9Qmn 


求 它们 的 和 数 S， 可 先 把 第 i 行 的 个 数 相 加 , 记 作 S, 二 > au 
( 称 为 对 了 指标 求 和 ) ,再 把 m 个 行 的 和 数 S,S:，…, S。 相 加 ， 


附录 1 性 质 1 的 证 明 双重 连 加 号 a 
记 作 
S 一 > s 一 到 aij: © 
同样 也 可 以 先 把 第 j 列 的 个 数 相 加 , 记 作 S/ 二 > cs， ( 称 为 对 
指标 求 和 ). 再 把 个 列 的 和 数 SY ,SY ，…,S 相 加 , 记 作 
s— Ds! — DDos. 加 
@ 式 是 先 对 了 求 和 ,后 对 ; 求 和 ,而 @ 式 是 先 对 i 求 和 ,后 对 j 
求 和 .它们 显然 相等 ,这 表明 用 双重 连 加 号 求 和 时 ,对 指标 i,j 的 
求 和 次 序 可 以 二 倒 


有 时 ,对 用 两 个 指标 编号 的 数 , 求 其 一 部 分 数 的 和 时 ,可 以 在 
连 加 号 下 注 明 求 和 指标 应 满足 的 条 件 , 例 如 


nl 
2 Bay 一 《as 十 ci 十 aa 十 当 十 aei) j=1 


j=1 j<i<n 
十 (as 十 ae 十 … 十 aa) 7 一 
十 (as 十 光 十 as) 了 一 
el 
于 避让 
又 如 ,对 于 两 个 多 项 式 


C= an ta 村 2 寺 殉 奖 寺 记 和 
g(7)= oz 十 Do im 十 加 十 页 工 十 26， 
求 其 乘积 f(x)g(zx) 中 x* 的 系数 ,就 可 以 表示 为 
i 
例如 zx! 的 系数 为 名 b= ue 


此 外 , 某 ? 个 数 的 和 与 男 m 个 数 的 和 之 积 也 可 用 双重 连 加 号 
表示 , 即 
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nn m 


(@ 十 十 十 as) (Bi 十 妇 十 十 bn) 一 > ai D6;. 
i=1 j=l 
利用 分 配 律 , 得 


其 中 >ai6, 是 对 指标 j 求 和 ,此 时 指标 i 不 变 ,这 种 情况 下 的 
和 式 


习题 补充 题 答案 


习题 
计算 下 列 二 、 三 阶 行列 式 (用 沙 路 法 和 定义 )， 
a ab cosa 一 sina 
ao 有 | sina cosa| 
本 
athi 5 | 
3 本 六 | 速生 一 和 
24 a—bi 
5 
| 2 2 1 
| 6. 4 h 一 并 
7 8 9 202 199 101 
w w? 
A ,其 中 o= 一 二 + 三 
w w 1 
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习题 ”补充 题 答案 


So oo i dd 
"Ooorpo iD 号 on 二 一 
EE : n+Ho 
他 + moo 
i mm oo 口 口 口 
下” 和 A~oonnm 
和 oo SP oam + mAamae "woOoDo 
一 
尺 
上 Ss [a + © 
了 亚 Den) 四 加 加 
腿 . 
-~ 
外 局 口中 
一 一 一 一 
= 
尽 | - 
上 qo © m 一 口 +o 
a ， 一 一 一 一 | 
人 R + ep 一 | + oq = 
1 Tm 
e 外 局 二 一 一 一 一 局 一 
ES | oo 人 
8 忌 ©O om 
蕊 rt LU 于 mm oO ‘< 证 
wf > 
二 | a wn ~ 
| 全 四 四 四 加 
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六 ,共和 
让 攻 100 全 和 ”= 
18. 家 ,其 中 4 一 |1 2 0|， 了 一 0 = YY Hs 
站 0 一 4 0 0 0 
一 但 -芭蕉 | 
证 明 下 列 恒 等 式 ， 
athz az 十 和 a a ha 
19，| az 十 pz aszt+bs cs|=(1—7x)|as be ce 
as 十 pz asztbs ca as 有 cs 
1 守 记 1 1 1 
20. 1 二 1 站 = 
业 让 1 十 y J 
1 1 1 1 一 y 
| 
21. |a b ec|=(o 十 0 十 c)(C8 一 a)(Cc 一 ac 一 仿 ， 
这 
1 me 0 1 a a’ 
22. |1 BB BI=(abtbctca)|l b Bb 
J 1 
计算 下 列 各 题 ， 
1 .全 归 渤 a 1 0 0 
人 让 一 已 1 0 
23. 24. 
3 c 4 5 a: 大 蔓 
d 0 0 0 0 +" 
a ‘ta ly)” ‘(CaF ta” 
Bp Ctl C+2” Ct3Y 
和 |e rp: cero: Cs 
a aD (4 ta 


习题 ”补充 题 答案 


a 已 we 1 
a 1 
26. | i¢ a 晓 、 洲 
ste ete at 1 
2 2 
1 吕 区 : 2 2 
2 2 作 2 2 
| 
名 ” 曼 各 a 
告 喇 汐 … 2 n 
L 1 | … 
a Ww. a—2 "…。 
29, |a: {a—1)” To 一 2)2 
Gr Wa Na js 
a ah a 6 
30. 全 ag as 
a oribt arrfbs+ 
用 克拉 默 法 则 解 下 列 线性 方程 组 : 
52 十 4zs 十 22 一 3， 
a 和 一 2 十 2zs 十 又 一 1， 
42 十 zz 十 2zs 一 ]1， 
ut mw m= 
Zz 十 ZX3 十 ZX 十 Xs 二 1， 
ZX1 I 
32. 4 Xz 十 十 zi 二 3， 
3 Ti 十 zs 二 4， 
六 十 zz 十 Za 十 2 一 


a 0 0 
0 az b 
27. 
0 bs as 
b 0 0 
1 
a—n 
(a—n)? 
(a—m” 
ab or 
azbD 1 [2 
an+1 加 于 及 + 


Us 
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33. 问 : 齐 次 线性 方程 组 
Zi 十 Za 十 zs 十 CT 一 0， 
XA 二 2x2 十 Za 十 二 0， 


mi 二 zs—3zs z=0, 


Zi 十 zz 十 arzas 十 pz 一 0 
有 非 零 解 时 ,a,5 必须 满足 什么 条 件 ? 
34. 求 平面 上 过 两 点 (zi ,和 ) 和 (zs ,ys) 的 直线 方程 (用 行列 式 表示 ). 
35. 求 三 次 多 项 式 f(z) 二 wo 十 qz 十 az x? 十 a3z? ,使 得 
f(—1)=0,f() = 4,f(2) = 3,f(3) = 16. 


补充 题 

证 明 下 列 恒等式 : 
| 

36. Re 一 =- (1+2 二 ) 症 。 
让 -- 


(1) 用 数学 归纳 法 证 明之 


《2) 利用 线性 性 质 , 将 原 行列 式 表示 为 2" 个 行列 式 之 和 的 方法 ,计算 行 
列 式 ， 


《3) 利用 递 推 公式 ,计算 行列 式 . 


妈 ” 一 让 0 … 0 0 

0 工 | 0 0 
3 : |= z+ Dhar 

0 0 0 :zz -1 ES 

让 六 流入 as ZX 二 a 

a 二 0 0 0 

CQ2 下 ”一 下 0 0 
| 

: 3 * : k=1 

Wn 0 0 小 

an 0 0 0 


习题 ”补充 题 答案 


cosg 
1 2cosb 1 
39. 本 = cosnb. 
1 2cos0 J. 
| 2cos0 
计算 下 列 行列 式 : 
水 
3 2 局 态 
3 -12 时 15 
40. ; 
2 _ 9 4 5 
2 5 2 
1 1 村 
7 人 到 辽 
机 1 … .2 
1 ME 1 
41. 3 
1 . 1 1 
= 1 。 
ai 十 ha CQ2 as an 
a az 二 Az aa A a 
42. a az as 十 1 Cn 
ail az aa3 ou 十 汽 
1 2 3 一 n 
2 3 4 … n 1 
43. . k 的 
央 一 汪 和 
n Ea 
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3 1 1 
El 2 Zs Tn 
好 3 8 2 
. = (Dz) [I (a — 
3 1 一 1 l1<j<i<n 
好 9 一 2 3 -a 2? 


Ed Zz? i 
45. 证 明 ( 用 数学 归纳 法 ): 导数 关系 式 
au(D) awz(t) … a(t) 


d | anal az(t) … a2n lt) 
dl : : : 


ant) Ca 有 ann (2) 


an(D) 全 ov ”mink 


Ee 


SS an(D) 全 os me 


an(D CD ah) 


行列 式 


46. 设 3 个 点 PCz »1) ,Pz (zo »y2), Ps (zs ,33) 不 在 一 条 直线 上 , 求 过 


点 Pi ,Ps，,Ps 的 圆 的 方程 . 


47, 求 使 3 点 (Zz1 ,yy),(zz ,yy),(zs，%) 位 于 一 直线 上 的 充分 必要 条 件 . 
48. 写 出 通过 3 点 (1,1,1),(2,3, 一 1),(3, 一 1, 一 1) 的 平面 的 方程 . 
49, 写 出 通过 点 (1,1,1),(1,1, 一 1),(1, 一 1,1),( 一 1,0,0) 的 球面 方 


程 ,并 求 其 中 心 和 半径 ， 
50. 已 知 a 关 太 ,证明 方 程 组 
axi 加 bzxzn= 1， 
QZ2 十 DZzon1 一 1， 
QZn 十 DZn+l = 
bz, Taxa 一 1， 
DZ2 十 azxzn1 一 1， 


习题 补充 题 答案 39 


有 唯一 解 ,并 求解 ， 
答案 
1. 0. 2. 1, 3; Cu— 0); 4. —5., S; 0. 
6. —18. A B: 2 .256 10. 101. 
,==8, 12. 160. 和 14. 一 12. 3. 3 
16. —20. 17. —60. 18. 3! 51. 23. abcd. 
24. (abt+1)(cdt+1)+tad. 25.. 0; 26. 0. 
27, (aa —b bs) (az as —b2bs). 28. —2(n—2)1, 


29. DTT. 
k=1 
30. 第 1 行 至 第 * 十 1 行 分 别提 出 公 因子 aq ,@3，,… ,a?+41 ,将 其 化 为 范 德 
蒙 行列 式 ， J] (6a; — ai5;). 


1<j<i<ntl 


31. 1, 一 1, 一 1,1， 32. 中 , 卫 , 卫 ,一 于, 一 于. 


Z 2 
33. (a+1)’=46. 34. Ia » 1|=0. 
2Z2 yy 1 
35. f(x)=7—5z’+27. 


37. 对 第 1 列 展开 ,得 递 推 公式 D, 一 zxD,_1 十 4a, ,D; 一 


as ZX+a 


i 


38. 对 最 后 一 列 展开 ,得 递 推 公式 D, 一 zD, :十 co PP 一 


dz 并 
39. 用 数学 归纳 法 : "一 1 时 成 立 ,假设 结论 对 小 于 n 阶 的 行列 式 都 成 
立 , 并 利用 对 最 后 一 列 展开 所 得 的 递 推 公式 D, 二 2cos0D, -1 一 D,-，. 


40, 通 分 ,提出 公 因 子 , 化 为 整数 行列 式 , 走 . 
41. eb 


42. (过 by £)I, (用 例 7 的 方法 ). 
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十 


43. (一 D7 2 1 将 备 列 加 到 第 1 列 ,提出 公 因 子 去 n(n 十)， 


并 从 最 后 一 行 起 ,依次 减 前 一 行 ,将 第 1 列 化 为 1,0,…,0, 对 第 1 列 展开 ; 然 
后 对 ai 的 余子 式 , 将 第 1 行 乘 ( 一 1) 加 到 其 余 各 行 ,再 将 各 列 加 到 最 后 一 列 ， 
并 利用 1. 1 节 的 例 2 结果 . 

44. 在 原 行列 式 最 后 两 行 之 间 添 一 行 好 ,好 ! ,x ! ,在 最 后 一 列 之 
后 添 一 列 1,z+ + 3224 使 之 成 为 2 十 1 阶 范 德 蒙 行 列 式 , 在 它 
的 展开 式 中 ,zx;+i 的 系数 乘 以 (一 1) 就 等 于 原 行列 式 D( 因 为 n 十 1 阶 范 德 蒙 
行列 式 对 最 后 一 列 展 开 式 为 1。 Aisti 十 Zst1， Aznti 十 十 2 ，Annti 十 
好 +。An+intly 其 中 代数 余子 式 Ar 一 (一 1 一 一:D DD). 另 一 方法 是 ， 
用 数学 归纳 法 证 明 ,与 证 明 范 德 蒙 行列 式 类 似 的 方法 ,找到 D, 与 D,-: 之 间 
的 一 个 递 推 关系 ， 

45, 用 数学 归纳 法 ,证 明 结论 对 nn 阶 成 立时 ,将 n 阶 行列 式 按 第 一 列 展 
开 求 导 后 用 归纳 法 假设 即 可 . 

46. 圆 的 方程 为 a(z 十 ) 十 bx 十 cy 十 d= 二 0(a 关 0), 将 Pi ,Ps,P; 点 的 
坐标 代入 方程 ,连同 圆 的 方程 构成 关于 a,5,c,4d 的 四 元 齐 次 线性 方程 组 , 它 
有 非 零 解 (a 关 0) 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 , 即 

T+y x y 


2 2 
ZIT3 XT Nh 


2 2 
TX2 Ty TX 2 


i 
ll 
o 


+ zx 
这 就 是 圆 上 动 点 PCz,y)? 所 满足 的 方程 ， 
冰 -务工 
47. | » 1|=0. 
zx 3 1 
48. 4z 十 ?十 3z 一 8 一 0. 


49. (z 一 十 ) +y+z 一 ( 羡 ) . 


$50. z= Ch). 


a 


矩阵 是 数学 中 重要 的 基本 概念 之 一 ,在 很 多 问题 中 的 一 些 数 
量 关系 要 用 和 扼 阵 来 描述 . 矩阵 是 代数 学 的 一 个 重要 研究 对 象 , 它 
在 数学 的 很 多 分 支 和 其 他 学 科 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

本 章 从 高 斯 消 元 法 入 手 ,引出 矩阵 的 概念 ,进而 介绍 矩阵 的 基 
本 运算 一 一 加 法 ,数量 乘法 ,乘法 , 转 置 ,可逆 矩阵 的 逆 矩 阵 及 矩阵 
的 初等 变换 ,并 介绍 矩阵 的 分 块 及 分 块 矩 阵 的 运算 . 

抢 阵 是 一 种 新 的 运算 对 象 , 读 者 必须 注意 矩阵 运算 的 一 些 特 
有 的 规律 ,并 熟练 地 掌握 它 的 各 种 基本 运算 ,这 对 学 好 线性 代数 所 
研究 的 一 些 基 本 问题 是 十 分 重要 的 . 


2.1 高 斯 消 元 法 


在 前 一 章 , 我 们 介绍 了 求解 n 个 未 知 元 n 个 方程 的 线性 方程 
组 的 克拉 默 法 则 . 在 中 学 已 学 过 用 代入 消 元 法 或 加 减 消 元 法 解 二 
元 \ 三 元 一 次 方程 组 . 现在 我 们 把 它 推广 到 m 个 方程 个 未 知 元 
的 一 般 情况 ,并 在 此 基础 上 引出 矩阵 的 概念 ,至 于 线性 方程 组 的 
解 的 一 般 理论 将 在 第 3 章 中 介绍 . 

消 元 法 的 基本 思想 是 通过 消 元 变形 把 方程 组 化 成 容易 求解 的 
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同 解 方程 组 . 在 解 未 知 量 较 多 的 方程 组 时 ,需要 使 消 元 步骤 规 范 
而 又 简便 . 下 面 通过 例子 来 说 明 高 斯 消 元 法 的 具体 做 法 . 
例 1 解 线性 方程 组 
2 大 一 225 十 6z 一 一 2， 
2zi — Zz 27s 十 4z 一 一 2， 
3zi 一 Z 十 4za 十 4 一 一 3， 
5 一 375 十 2 十 20m 一 一 2. 


解 “将 第 1 个 方程 乘 二 ,得 


(2. 1) 


il — xs =—]s 
2zi 一 Zz 十 27zs 十 4z4 = 二 一 2， 
3X1 一 Xs 十 4zx3 十 4z4 二 一 3， 
5X1 一 3Xxz 十 zs 十 20zx4 一 一 2. 
将 第 1 个 方程 乘 ( 一 2),( 一 3),( 一 5) ,并 分 别 加 到 第 2,3,4 这 三 个 
方程 上 ,使 得 在 第 2,3,4 这 三 个 方程 中 消去 未 知 量 zi ,得 
Ti— 22 症 3z4== 一 1， 

2 十 2zs 一 2z 一 0， 

2zs 十 47: 一 57Z 一 0， 

2z: 十 zs 十 5z: 一 3. 
容易 证 明 ,这 个 方程 组 与 原 方程 组 是 同 解 的 . 现在 再 把 其 中 的 第 2 
个 方程 乘 ( 一 2), 并 分 别 加 到 第 3,4 这 两 个 方程 上 ,使 得 在 第 3,4 
这 两 个 方程 中 消去 zz: ,得 


1 一 2 十 3z 一 一 1， 
Zz 十 2zs 一 27z 一 0， 
一 区 一 05 
一 3 二 921= 3; 


再 将 第 3 个 方程 乘 ( 一 1) ,第 4 个 方程 乘 ( 一 1/3) ,并 把 第 3,4 个 方 
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程 交换 位 置 , 得 


Xi— Xs .3hy 
zz 十 2zs 一 2z 一 0， 
的 
一 37 一 一 ]1， 
2 一 0. 


线性 方程 组 (2. 2) 与 原 线性 方程 组 是 同 解 的 . 由 (2. 2) 易 知 x 二 0， 
将 其 回 代 第 3 个 方程 得 x; 二 一 1, 再 回 代 前 两 个 方程 ,分 别 得 一 
2,Xzi 二 1. 所 以 (1,2, 一 1,0) 是 原 线性 方程 组 (2. 1) 的 解 . 

形 如 (2. 2) 的 方程 组 称 为 阶梯 形 线性 方程 组 . 

任 一 个 线性 方程 组 都 可 用 例 1 所 述 的 高 斯 消 元 法 将 其 化 为 容 
易 求 解 的 、 同 解 的 阶梯 形 线性 方程 组 . 所 谓 消 元 ,就 是 将 元 的 系数 
化 为 0 ,为 使 消 元 过 程 书写 简便 ,我 们 可 把 线性 方程 组 


ailzZl 十 alzzs 十 和 十 az 二 01， 


aslZ1l 十 azsTs 十 和 十 asT 二 bz， 
[2 
roi i tap = Di 
对 应 的 系数 按 顺序 排 成 的 一 张 矩 形 数 表 
au da12 dl bi 
a a ao b 
21 , 2 人 (2.4) 


Gn da WS Wane Ds 
其 中 aj Gi 二 1,2,… ,m3j 王 1,2,…,n) 表 示 第 i 个 方程 第 j 个 未 知 
量 xz; 的 系数 . 这 样 ,高 斯 消 元 法 的 消 元 过 程 就 可 在 这 张 数 表 上 进 
行 操作 ,这 张 数 表 就 称 之 为 矩阵 . 
定义 2.1 数 域 政 中 mm Xn 个 数 aj; (i=1,2,…,m;j 二 1， 
2,…,n) 排 成 行列 ,并 插 以 圆 括 弧 ( 或 方 括 弧 ) 的 数 表 
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QI a Q1 
dz1  Q22 Q2n 

《和 5 
Am Am lmn 


称 为 数 域 站 上 的 mXn 矩阵 ,通常 用 大 写字 母 记 做 4 或 4wx** 有 
时 也 记 做 

A = (as)nxn (i=1,2,,m;j = 1,2,°,n), 
其 中 aij 称 为 矩阵 A 的 第 i 行 第 7 列 元 素 . 当 a;; ER (实数 域 ) 时 ， 
4 称 为 实 矩 阵 ; 当 ay EC (复数 域 ) 时 ,A 称 为 复 矩 阵 . 

mXn 个 元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 和 矩阵 , 记 做 0. 

当 m 二 n 时 , 称 A 为 n 阶 和 矩 阵 ( 或 n 阶 方 阵 ). 

数 域 下 上 的 全 体 m Xn 矩阵 组 成 的 集合 , 记 做 下 "或 
Mxn(F) ;全 体 nXn 实 矩 阵 ( 或 nn 阶 实 矩阵 ) 组 成 的 集合 , 记 做 
RR”* 或 M,(R). 

线性 方程 组 (2. 3) 对 应 的 矩阵 (2. 4) 称 为 方程 (2.3) 的 增 广 矩 
阵 , 记 做 (4,5) ,其 中 由 未 知 元 系数 排 成 的 矩阵 4 称 为 线性 方程 组 
的 系数 矩阵 ， 

用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 消 元 步骤 可 以 在 增 广 矩 阵 上 实现 ， 
下 面 举例 说 明 . 

例 2 求解 线性 方程 组 

一 -ey 


27i 一 27z? 一 Ts 十 2z 十 4z5 一 一 2， 


所 鸭 昌 日 


(2.6) 
3X1 一 3ZXs 一 Xs 十 4zs 十 5xs = 二 一 3， 
ZX1 一 Zz 十 Xs 十 Xs 十 8xs 二 2. 
解 ”线性 方程 组 的 增 广 矩阵 为 
1 = 
2 .== 必 二 DL 本 | 二 2 
(4,b) = : ; a (2. 6) 
3 二 (@) 
1 一 1 1 于 过 2 由 
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将 (2.6) 中 方程 分别 乘 ( 一 2), (一 3) , (一 1) 并 依次 加 到 方程 
@,@,@ 上 ,消去 后 三 个 方程 中 的 xz1( 此 时 也 消去 了 zz), 也 就 是 
将 (2.6)' 矩 阵 的 @ 行 分 别 乘 ( 一 2), (一 3), (一 1) 再 加 到 其 @,@， 
@ 行 上 ,得 
@+ODXCD 于 
图 +O@X (一 3) 0 0 有 
G+OxcD lo 0 24-4 0 

站 
这 个 矩阵 中 第 1,2 列 后 三 个 元 素 皆 为 零 , 表 示 方 程 (2.6) 中 方程 
@,@, 四 中 的 zi,z; 均 已 消去 . 再 用 (一 2) 乘 此 矩阵 的 @@ 行 加 到 
其 @,@ 行 上 ,得 


(A,b) 


(SERENES 


1 二 
®t+@xc»、 |0 0 1 2-2: 0|©@ 
@+®x(2) 人 区 

0 0 0-3 9 3 @ 

1-1-10% 3:-1) © 
| i 


Ge@ 0 0 01—3i-1|’ @ 
0 0 0 0 0 0 ©@ 
其 中 : 四 X( 一 1/3) 表 示 第 @ 行 乘 ( 一 1/3); 四 依 四 表示 第 加 ,四 行 
对 换 位 置 . 
(2.7) 式 中 的 阶梯 形 增 广 和 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 与 原 线性 
方程 组 是 同 解 的 . 为 了 在 求解 时 省 去 回 代 的 步骤 ,我 们 把 (2.7) 中 
每 行 第 一 个 非 零 元 所 在 列 的 其 余 元 素 全 化 为 零 , 即 


T 
oftexca、|0 0 10 4 2| @ 
0 0 0 1—8i-1|@® 

0 0 oo oo oj@ 
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Ls 
Dim | © 1 0 4 也 © 
lo oo01 -3i-1l @ 2 
0 000 0i: 0) @ 
(2. 8) 式 矩阵 称 为 行 简化 阶梯 矩阵, 它 所 对 应 的 线性 方程 组 
i 十 7zxs 二 1， 
| Za 十 4zs 一 2， (28 
Xs— 3xs =—1 


与 原 线性 方程 组 同 解 . 这 里 是 3 个 方程 ,5 个 未 知 数 , 任 取 xz; 二 
ki ,zs 二 ks 代入 线性 方程 组 (2. 8) 可 唯一 地 解 得 对 应 于 ki,k 的 
ZX1,XT3，X4， 从 而 得 到 满足 线性 方程 组 的 全 部 解 : zi 二 1 十 一 7ks， 
Xs=hki, Ts—=2—4k ,T= —1 | 3k; ,Xs 二 ks, 其 中 k1 ,ks 为 任意 常 
数 . 以 后 我 们 常 把 线性 方程 组 的 解 写成 下 面 的 形式 
(hy zn WY ps 
一 (1 十 Ri 一 7R，A，2 一 4R， 一 1 十 3Rs ，R2). 

当 线 性 方程 组 (2. 3) 的 常数 项 户 一 饭 一 … 一 如一 0 时 ,我 们 称 
它 为 齐 次 线性 方程 组 ,否则 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 . 

齐 次 线性 方程 组 的 解法 与 例 2 一 样 . 如 果 例 2 中 4 个 方程 的 
常数 项 全 为 零 ,其 解 为 

(Cy my a pg 
= (ki—7k,, ki, — 4k,, 3k,, k,). 
例 3 解 线性 方程 组 
| Xi 十 za 十 za 一 1， 


2 十 2z2? 一 52 一 2 
2zi 十 3zz 一 4zs 一 5. 
解 


@+tDKED 
四 +@X (一 2) 


上 王权 
(MA,D)=|1 2 一 5;2 
区 入 
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| 
一 6 ;1 
0i2 


i i0 
0 1 —6i:1 
0 三 沁 
其 中 第 三 行 0,0,0,2 所 表示 的 方程 0z 十 0zs 十 0zs 二 2 显然 是 无 解 
的 , 故 原 线性 方程 组 无 解 . 这 是 由 于 线性 方程 组 中 第 三 个 方程 的 左 
端 等 于 前 两 个 方程 左 端 之 和 ,而 右 端 不 等 于 前 两 个 方程 右 端 之 和 ， 
这 表明 第 三 个 方程 与 前 两 个 方程 是 矛盾 的 , 即 满足 前 两 个 方程 的 解 
不 可 能 满足 第 三 个 方程 ,这 种 含有 矛盾 方程 而 无 解 的 方程 组 称 为 不 
相 容 方程 组 . 有 人 解 的 方程 组 则 称 做 相 容 方程 组 . 例 1、 例 2 是 相 容 方 
程 组 , 例 2 在 消 元 过 程 中 其 增 广 矩阵 第 @ 行 出 现 全 零 行 ,是 由 于 方 
程 组 (2. 6) 中 方程 @ 等 于 (方程 @ 乘 2) 十 (方程 @ 乘 (一 1)), 因此 , 满 
足 方程 @O ,@ 的 解 都 满足 方程 四 ,所 以 方程 四 对 方程 组 (2. 6) 求 解 是 
多 余 的 , 称 之 为 多 余 方 程 . 在 高 斯 消 元 法 的 消 元 过 程 中 ,在 增 广 矩 阵 
上 会 清楚 地 揭示 出 方程 组 中 的 多 余 方 程 和 矛盾 方程 . 

从 例 2、 例 3 可 见 , 对 一 般 的 线性 方程 组 (2. 3), 通 过 消 元 步 
又 ,其 增 广 矩阵 (2.4) 可 化 为 如 (2.8),(2. 9) 式 那样 的 行 简化 阶梯 
矩阵 .为 便于 讨论 ,不 妨 假设 (2.4) 化 为 如 下 的 行 简化 阶梯 矩阵 : 


> 


1 
=—————3> |0 
®@+@xCD 
0 


藤 十 吉 半 (一 4) 


> (2. 9) 


co 


Gt OF we 0 Cit Sia ts 
Ow 0 Br Br 
Q: 0 wre Bory “Gm Ur 
(4,b) 一 > ， (2.10) 
0 0…0 0 0 dn 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
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其 中 cu 一 1, 一 1,2，…,r. 

(2. 10) 式 对 应 的 非 齐 次 线性 方程 组 与 线性 方程 组 (2. 3) 是 同 
解 方程 组 . 由 (2.10) 式 易 见 ,线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 
d+H 一 0. 在 有 人 解 的 情况 下 : 

(i) 当 r==n 时 ,有 唯一 解 z= 二 di,zxs 二 ds ,X= 二 dd,; 

(ii 当 r<n 时 ,有 无 穷 多 解 ,求解 时 把 (2.10) 式 中 每 行 第 一 
个 非 零 元 ci (i 二 1,2,…,r) 所 在 列 对 应 的 未 知 量 ( 这 里 是 xz， 
Xs，"…,X,) 取 为 基本 未 知 量 ,其 余 未 知 量 ( 这 里 是 zyzrr，…， 
ZX,) 取 为 自 由 未 知 量 ,并 令 自 由 未 知 量 依 次 取 任 意 常 数 ki ，R2 
k,-,， 将 它们 代入 (2. 10) 式 所 对 应 的 线性 方程 组 , 即 可 解 得 


Xl di Ci,rhk 0 


Xs ds Ca,rH 1 2 


We Ue bre (211 


ZrH 一 有， 


i 二: 帮 = 
其 中 如 ,ks，…,k,_,; 为 互相 独立 的 任意 常数 . 这 就 是 线性 方程 组 的 
全 部 解 . 

齐 次 线性 方程 组 总 是 有 人 解 的 ,这 是 因为 (2.3) 中 6b. 王 5, 一 … 二 
bm 一 0, 从 而 (2.10) 中 二 …= 二 4d, 二 4d,41 二 0. 当 r= 二 n 时 ,只 有 零 
解 , 即 zi 二 x 二 … 二 zx, 二 0; 当 rn 时 ,有 无 穷 多 解 ,其 解 是 
(2.11) 式 中 di 二 4d; 二 … 二 4, 二 0 的 情形 . 

如 果 齐 次 线性 方程 组 中 方程 个 数 mm 小 于 未 知 量 个 数 n, 则 必 
有 无 穷 多 个 非 零 解 . 

最 后 还 需 指出 : 用 不 同 的 消 元 步骤 ,将 增 广 和 矩阵 化 为 阶梯 拢 
阵 时 ,阶梯 矩阵 的 形式 不 是 唯一 的 ,但 阶梯 和 矩阵 的 非 零 行 的 行 数 是 
唯一 确定 的 , 当 线 性 方程 组 有 解 时 ,这 表明 解 中 任意 常数 的 个 数 是 
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相同 的 ,但 解 的 表示 式 不 是 唯一 的 ,然而 每 一 种 解 的 表示 式 中 包含 
的 无 穷 多 个 解 的 集合 又 是 相等 的 . 这 些 重要 的 结论 , 待 第 3 章 研 
究 了 和 矩阵 的 秩 和 向 量 的 线性 相关 性 的 理论 ,才能 给 以 严格 的 论证 . 


2.2 和 窍 阵 的 加 法 ”数量 习 法 ”乘法 


在 前 一 节 中 ,我 们 已 经 初步 看 到 用 和 矩阵 表示 线性 方程 组 ,对 其 
用 消 元 法 求解 是 比较 方便 的 . 以 后 我 们 将 通过 对 矩阵 的 进一步 研 
究 , 来 揭示 线性 方程 组 的 解 的 理论 . 

和 矩阵 不 仅 对 研究 线性 方程 组 的 问题 是 重要 的 ,而 且 研 究 线 性 
代数 的 各 种 基本 问题 都 离 不 开 和 矩阵 . 此 外 ,很 多 实际 问题 的 研究 
都 要 使 用 矩阵 的 工具 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 第 7 章 中 的 一 些 应 用 
问题 . 

和 矩阵 的 加 法 ,数量 乘法 和 乘法 是 矩阵 最 基本 的 运算 . 为 要 讨 
论 矩 阵 的 运算 ,首先 要 对 两 个 矩阵 相等 给 以 定义 . 

定义 2.2 ”如果 两 个 矩阵 4 二 (a; ) 和 B 二 (6b;; ) 的 行 数 和 列 数 
分 别 相等 , 且 各 对 应 元 素 也 相等 , 即 ay 一 b5 (i 二 1,2,…,m;j 二 
1,2,…,n) ,就 称 A 和 B 相等 , 记 作 A==B. 

由 定义 可 知 ,两 个 mXn 和 矩阵 构成 一 个 矩阵 等 式 , 等 价 于 mX 
n 个 元 素 ( 数 ) 的 等 式 ,例如 由 

Se 0 光 
区 小- 和 2 小， 
立即 可 得 zx= 王 3,y 一 2, 一 一 8. 

读者 必须 注意 ,矩阵 与 行列 式 的 本 质 区 别 , 行 列 式 是 一 个 算 
式 , 一 个 数字 行列 式 经 过 计算 可 求 得 其 值 , 而 矩阵 仅仅 是 一 个 数 
表 , 它 的 行 数 和 列 数 也 可 以 不 同 . 对 于 nn 阶 方 阵 , 虽 然 有 时 也 要 算 
它 的 行列 式 ( 记 作 |4| 或 det4), 但 是 方 阵 A 和 方 阵 4 的 行列 式 是 
不 同 的 概念 , 当 det4 一 0( 此 时 4 不 一 定 为 零 矩 阵 ) 时 , 称 4 为 奇异 
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矩阵 ; 当 det4 天 0 时 , 称 4 为 非 奇异 矩阵 . 


2.2.1 和 矩阵 的 加 法 
定义 2.3 设 4=(o) 和 了 一 (bo)EFmx", 规 定 


ai 十 Di az 十 Da an 十 Di 
azl 十 bs azzs 十 6 Ee Qazn 十 Don 

A+B= (a +6) 一 | 全 和 2 wa 
wm ba a be 3 thing Di 

(2.12) 


并 称 A 十 B 为 4 与 B 之 和 . 

必须 注意 : 只 有 行 数 相 同 , 列 数 也 相同 的 矩阵 ( 即 同型 矩阵 》 
才能 相 加 , 且 同 型 矩阵 之 和 仍 是 同型 矩阵 . 

根据 定义 ,不 难 验证 矩阵 的 加 法 满足 以 下 运算 律 : 

(i) 交换 律 ; A 十 B= 二 B 十 A; 

(ii) 结合 律 : (4 十 B) 十 C 一 4 十 (B 十 C); 

(iii) 零 矩 阵 满足 : A 十 0 二 4, 其 中 0 是 与 4 同型 的 零 矩 阵 ; 

(iv) 存在 矩阵 (一 A) 满 足 A 十 (一 4) 二 0, 此 时 , 如果 A4= 
(ay)wmxn; 则 (一 A) 二 (一 a;; ),xa( 即 A 中 每 个 元 素 都 乘 一 1) ,并 称 
(一 4) 为 A 的 负 算 阵 . 

进而 我 们 定义 矩阵 的 减法 

4 一 下 一 4 十 (一 了 B). 


2.2.2 矩阵 的 数量 乘法 (简称 数 乘 ) 


定义 2.4 设 & 是 数 域 下 中 的 任意 一 个 数 ,4 一 (ar )E””， 
规定 


Rau 有 al … kail, 


kaszl ka,s aa 


kA 一 (Ray) 一 ， (2.13) 


kam Ra 。 ka 
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并 称 这 个 矩阵 为 与 A 的 数量 乘积 . 

要 注意 : 数 & 乘 一 个 和 矩阵 4 ,需要 把 数 & 乘 矩阵 4 的 每 一 个 
元 素 ,这 与 行列 式 的 性 质 3 是 不 同 的 . 

设 1,&,! 是 数 域 下 中 的 数 ,矩阵 的 数量 乘法 满足 以 下 运算 律 ; 

(i) 14 一 4 

(ii) (RL)A=k(1A); 

(iii) (+)A=kA+LA; 

(iv) k(A+B)=kA+kB. 


2.2.3 和 拢 阵 的 乘法 


矩阵 乘法 的 定义 ,是 从 研究 n 维 向 量 空间 的 线性 变换 的 需要 
而 规定 的 一 种 独特 的 乘法 运算 ,矩阵 运算 中 所 具有 的 特殊 规律 , 主 
要 产生 于 矩阵 的 乘法 运算 . 

定义 2.5 设 4 是 一 个 既 久 ?矩阵 , 且 是 一 个 ?2Xs 和 矩阵 , 即 


dy dl12 “”” al bu bs “bs 
Qz1 dz2 ld2n ba bz … 0， 
A < . . . 9 B 过 . 
; 3 2 
dm Adm ldmn Gi Da ws bi 


则 A 与 B 之 乘积 4B( 记 作 C=(ci;)) 是 一 个 mXs 和 矩阵 , 且 
ci = anbytazbyt "tanby = Danby. (2.14) 
k=1 


即 矩阵 C 二 4B 的 第 i 行 第 7 列 元 素 ci ,是 4 的 第 i 行 n 个 元 素 与 
B 的 第 7 列 相应 的 z= 个 元 素 分 别 相 乘 的 乘积 之 和 . 

必须 注意 : 两 个 矩阵 4 与 妃 的 乘积 4B 有 意义 (或 说 可 乘 )， 
要 求 4 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ,否则 4 与 B 不 可 乘 . 

例 1 设 
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上 := 5 6 
4 一 | 一 L 3 4|， B= | 一 5 一 6 
4: 于 6 0 


计算 4B. 
解 AB 是 3X2 和 矩阵 , 即 
i152 上 6 1X8 和 CC 规 填 0 
AB= |(—D)X5+3xX(—D+4X6 (一 D) X6 二 3X( 一 60) 十 0 


5 <—5) 二 6 和 人 的 十 下 
= 村 ‘= 
一 4 一 24|. 
6 0 


例 2 设 4, 马 分别 是 2X1 和 1X7z 和 矩阵 , 且 
al 


Q2 


而 一 .|， B= (6b,b,,**,b,), 


计算 4B 和 BA. 
解 
al aib aibs ‘** aib, 
a ap asp … azp， 
4B 一 | | (0 一 | 
an anb1 anb2 Qabs 


az 
BA= (bi,ba ,6b,)| .|= ba bas Tb,a,. 


an 
4 有 是 n 阶 和 矩阵 ,B4 是 1 阶 和 矩阵 (运算 的 最 后 结果 为 1 阶 和 矩阵 时 ， 
可 以 把 它 与 数 等 同 看 待 ,不 必 加 甜 阵 符 号 ,但 是 ,在 运算 过 程 中 ,一 
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般 不 能 把 1 阶 矩 阵 看 成 数 ). 
例 3 设 


计算 4B,4C 和 BA. 
2ab 2ab 

—2ab a 

关于 和 矩阵 的 乘法 运算 ,从 例 1,2,3 可 见 , 它 有 3 个 重要 的 
结论 : 

(1) 矩阵 的 乘法 不 满足 交换 律 . 

在 例 1 中 ,BA4 不 可 乘 ; 在 例 2 中 4B 与 BA 不 是 同型 矩阵 ;在 
例 3 中 4 与 B4 虽 都 是 2 阶 和 矩阵 ,但 不 相等 . 

和 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 , 并 不 等 于 说 对 任意 的 两 个 矩阵 和 4 与 
B, 必 有 AB 隐 BA. 例如 , 若 


A= sj ak 寺 


解 AB=Ac= (0 i BA=|( 


当 AB 隆 BA 时 , 称 4B 不 可 交换 (或 4 与 B 不 可 交换 ), 当 
4B 一 B4 时 , 称 AB 可 交换 (或 4 与 B 可 交换 ). 读者 不 难 证 明 , 若 
AB 一 BA, 则 4,B 必 是 同 阶 方 阵 . 

(2) 由 和 矩阵 乘积 4B 二 0( 零 矩阵 ) ,不 能 推出 4 一 0 或 3 一 0. 等 
价 地 说 ; 4 天 0 且 了 8 天 0, 有 可 能 使 4B 一 0. 

这 相对 于 数 的 乘法 是 一 个 奇特 的 现象 . 但 读者 不 难 理解 : 如 
果 以 4 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 则 将 非 零 解 按 列 
排 成 的 矩阵 B, 就 必 有 AB 二 0. 

当 A 关 0 且 B 隆 0 时 ,有 A4B 一 0, 我 们 称 B 是 4 的 右 零 因 子 ,4 
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= (A(BCO)),,. 

GD 和 (iii) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

下 面 介绍 几 个 重要 的 特殊 和 矩 阵 及 其 乘法 运算 . 

定义 2.6 主 对 角 元 全 为 1 ,其余 元 素 全 为 零 的 nn 阶 矩 阵 , 称 
为 n 阶 单位 矩阵 (简称 单位 阵 ) , 记 作 工 ,或 I 或 E; 主 对 角 元 全 为 
非 零 数 &, 其 余 元 素 全 为 零 的 n 阶 和 矩阵, 称 为 2” 阶 数量 矩阵 , 记 作 
kT, 或 kIT 或 KE， 即 

1 k 


1, = ， kI, 一 和 (k 0). 


Tie Rl wn 

因为 1, 和 Ax 二 Amnxn，AmxnT, 一 4axa， 可 见 , 单 位 矩阵 在 矩阵 乘法 中 
的 作用 与 数 1 在 数 的 乘法 中 的 作用 是 类 似 的 . 

又 因为 

(RI)A = Rk(IA)= kA; A(kI) = k(AI) = kA, 

故 数量 矩阵 好 乘 矩 阵 4 等 于 数 乘 和 矩阵 4, 且 7 阶 数量 矩阵 RI 
与 任意 的 n 阶 和 矩阵 4 可 交换 ,此 外 也 可 以 证 明 ( 留 给 读者 作为 练 
习 ): 与 任意 的 nn 阶 矩 阵 可 交换 的 矩阵 必 是 n 阶 数量 矩 量 . 

定义 2.7 非 主 对 角 元 缘 为 零 的 nn 阶 和 矩阵 称 为 n 阶 对 角 和 矩阵 
(简称 对 角 阵 ) , 记 作 A , 即 


Qn 
或 记 作 diag(ai syQ29""° Rs 
对 角 阵 A 左 乘 A 等 于 a;(i 二 1,…,n) 乘 4 中 第 i 行 的 每 个 元 
素 ; 对 角 阵 A 右 乘 4 等 于 a;(i 二 1,…,n) 乘 A 中 第 i 列 的 每 个 元 
素 . 即 
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al QI Q12 *** dls Qid11 Qild12 *** didi1s 

Q2 Q21 Q22 “°° dzs Q2Q21 Q2Q22 *** dzd2s 
| 9 

Qn) (lAnl Qn2 *** dns QnQdnl dndn2 *** dndns 

Ql Ql2 ”an | 191 Q1011 Q2lQ12 *** QnQiln 

GQ21 Q22 *"* ld2n Q2 Q1031 Q20Q32 ”QnrQ3r 
9 

Qm dm2 ”” tmn Qn QI1Qml Q2Qmn2 ***” dnlQ mn 

al bi ap 
Q2 pz Qazp2 
Q 7 anbn 


定义 2.8 nn 阶 矩 阵 4 一 (asp)wxn 当 这 时 ,aij 二 0(j 二 1， 
2,…,n 一 1) 的 矩阵 称 为 上 三 角 和 矩阵 ; 当 i 过 j 时 ,ay 二 0(j 二 2， 
3,…，,7) 的 矩阵 称 为 下 三 角 和 矩阵 . 

例 4 证 明 : 两 个 上 三 角 抢 阵 的 乘积 仍 是 上 三 角 和 矩阵 . 

证 


dl dl2 ** ldln bu bz … Di 
设 A= ld22 ld2n , B= bss bo 
Ga Dan 
则 4B 一 C 一 (cj ) xn. 


当 ? 这 7 时 ， Cy Slay 和 Fiabe Pid: 由 于 4 是 上 三 
角 和 矩阵 ,所 以 式 中 右 端 第 一 个 和 式 中 ax 一 0C& 二 1,2,… ,i 一 1); 同 
理 , 上 式 右 端 第 二 个 和 式 中 bj 二 0《k 二 i,i 十 1,…,n, 它 们 都 大 于 
7). 因此 , 当 i>] 时 , 恒 有 0 二 0, 故 C 是 上 三 角 和 矩阵 . 

同样 可 证 ,两 个 下 三 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 下 三 角 算 阵 . 
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定义 了 和 矩阵 的 乘法 ,我们 可 以 将 线性 方程 组 简洁 地 表示 成 一 
个 矩阵 等 式 . 


设 线性 方程 组 
| al2Z1 十 als2s 十 十 az 一 及 ， 


aslZl1 十 azzTZas 十 … 十 az 一， 


(2. 15) 
[= 十 azs 十 … 十 az 一 Do 
由 于 方程 组 中 第 i 个 方程 可 以 表示 为 
Xl 
Xz 
(Qil sdi2 3° din) .|= bs i = 1,2,",m. 
2 
因此 线性 方程 组 (2. 15) 可 以 表示 成 
QI dl “Qin 1 bi 
Q21 Q22 0 ld2n Xs bs 
Qn anmz Qnmn 」 \z bm 
记 
Ql Ql12 “*** dln Xl bl 
azs a C2n 二 b. 
po 21 (22 3 二 2 扣 二 2 
Adm dm "* Gmn Tn Os 
(2.16) 


则 线性 方程 组 (2. 15) 可 以 简洁 地 表示 成 下 列 矩 阵 等 式 
Ax = b, (2.17) 
并 称 矩 阵 4 为 线性 方程 组 (2. 15) 的 系数 和 矩阵. 
下 面 讨论 两 个 方 阵 的 乘积 的 行列 式 . 
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定理 2.1 设 A4,B 是 两 个 n 阶 矩 阵 , 则 乘积 AB 的 行列 式 等 
于 A 和 B 的 行列 式 的 乘积 , 即 
I4B|=|4||B|. 
证 设 A==(ai),xsa，,B 二 (bi)wwn, 利 用 第 1 章 1.2 节 例 9 的 结 
果 , 有 


QI a an 0 0 
Q3l Q22 don 0 0 
Qnl Qn2 Qnn 0 0 0 
I41IB|= 
==] 0 0 bu bi bin 
0 | 0 bo bz D2 
0 0 we S31 dn Be bn 
将 第 n 十 1 行 乘 ca 加 到 第 一 行 ,第 2 十 2 行 乘 as 加 到 第 一 行 …… 
第 2 行 乘 ai 加 到 第 一 行 , 即 得 
0 0 人 0 Cu C2 Cl 
dz21 ad22 dzn 0 0 0 
Qnl Qn2 Wis “0 0 0 
I411B|= 
= 0 0 ba Pb Din 
0% “三 半 : bz bzz Dzn 
0 : 
0 0 =w Ds 


其 中 
ci = anby tT awbs; + 二 ab; = Don (= 1,2,.,n). 


即 ca ,cy，…，,cum 是 4B 的 第 一 行 ， 仿照 上 述 步 又 ， 将 行列 式 中 Q21， 
CQz2， 0Q2z sdnl 9dn2 9""" ,am 全 消 为 零 时 ,就 得 到 
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4 0 0 AB AB 0 
ne 
—I B —I B B 一 了 
一 (一 1)” 14 如 | | 一 五 | 王 (一 1)” |AB| (—1)” 
=|AB|. 图 
定理 2. 1 应 用 很 广 ,下 面 举 两 个 应 用 的 例子 . 
-= =& = 
b 人 -一 说 C 
例 5 设 4 一 站 
大 二 各 b a 
计算 (det4)? 和 detA( 即 |41? 和 |A1). 
解 将 4 中 行列 互 换 所 得 矩阵 记 成 4 , 即 
a b C d 
AT 一 一 入 Q 不 = 
一 二 qd a b 
—d CE a 
由 于 |47| 一 14|, 所 以 
I[4l*=|A1147|=|447| 
趟 天 于 公 二 要 0 0 0 
0 六 和 牛 如 六 本 生计 0 0 
气 0 0 溪 韦 巡 和 中 伦 0 
0 0 0 和 


一 (@ 十 如 十 @ 十 4 
因此 |4|= 士 (a 十 十 ?十 d?)*. 但 4 的 主 对 角 元 全 是 4, 行列 式 
14| 中 的 a’ 项 的 符号 为 “十 ”, 故 
I4|= (a: + 二 e+d)’. 


例 6 设 
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QI11 dal dln Au Az A 
Pa Q31 人 和 es we A 人 ， 
dnl Qnr2 nn A Az 从 iv 
(2. 18) 
其 中 45 是 行列 式 |14| 中 元 素 as 的 代数 余子 式 . 
证 明 : 当 |4| 关 0 时 ,14 | 一 14 
证 设 44* 二 C= 二 (ci; ) ,其 中 
一 anAn 十 aizAis 十 … 二 amnA jn 
一 1 12 
号 当 j 关 i 
14| 
A 
于 是 44 ”一 I4| =|A| I,,，, (2.19) 
14| 
因此 I41I4*|1=|44*|=|41". 


由 于 |A| 关 0, 故 |4" |=141". 
最 后 ,我们 定义 方 阵 的 寡 和 方 阵 的 多 项 式 . 


定义 2.9 设 A 是 n 阶 和 矩阵 ,个 4 的 连 乘积 称 为 4 的 次 


短 , 记 作 A*, 即 


A:* 二 AA.……A. 
一 一 一 


个 
由 定义 可 以 证 明 : 当 m,&k 为 正 整 数 时 ,有 
AA = At 
(A”")* = A™, 


(2. 20) 
(221 


当 4AB 不 可 交换 时 ,一 般 情况 下 , (4B)* 隆 A*B*; 当 AB 可 交换 时 ， 


(4B)* 一 4:B* 一 B*A4*, 但 其 逆 不 真 . 


定义 2.10 设 f(z)==asz* 十 ap_ix“! 十 … 十 qx 十 ao。 是 的 
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有 次 多 项 式 ,4 是 nn 阶 和 矩阵 , 则 
f(4) = aih’ TapA 二 + … 十 qh 二 aD， 
称 为 矩阵 4 的 & 次 多 项 式 (注意 常数 项 应 变 为 ao 了 D. 
由 定义 容易 证 明 : 若 fCz),g(z) 为 多 项 式 ,4, 了 缘 是 2” 阶 矩 
阵 , 则 
f(A)g(A) = g(A)f(A). 
但 当 AB 不 可 交换 时 ,一 般 f(A4)g(B) 隆 g(B) 了 (4). 例如 
(4 十 A 一 2D(4 一 DD= (4 一 DC4: 十 4 一 2D 
二 A: 一 34 十 21， 
(A+B)(A—B)=A’*—AB+BA—B(zA’—B’) 
A 一 BA+AB—B:= (A—B)(A+B), 
(4 十 B)’:= (4 十 B)(A 十 B) 
二 A 二 AB 十 BA 十 B’ 关 A’ 十 24B 十 B’. 
由 于 数量 矩阵 X 与 任意 方 阵 可 交换 ,下 式 可 按 二 项 式 定理 
展开 
(4 十 MD 一 4 十 CA 十 CA24 十 … 十 CA 十 XI 
还 要 注意 ; 对 于 和 2X7 矩阵 4, 当 mm 天 2 时 ,4 没有 意义 . 
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定义 2.11 把 一 个 既 Xz 和 矩阵 


au a1 Q1 

dz1 422 Q2n 
A= 

Qm Am * Qmn 


的 行列 互 换 得 到 的 一 个 nXm 矩阵, 称 之 为 4 的 转 置 矩 阵 , 记 作 
AT 或 4', 即 
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Qln dzn Qnr 
由 定义 可 知 ,如 果 记 4= (a;;)wx,AT 王 (al),xn， 则 
ah =ay (=1,2,% ,m3;j = 1,2,°,n). 

和 矩阵 的 转 置 运算 满足 以 下 运算 规律 : 

(iD (4)T=A; 

(ii) (A+B)T=A'T+B’; 

(ii) (kA)T 二 kAT(k 是 数 ); 

(iv) (4B)T 一 BT4T. 

规则 (iD , (让 , (i 说 是 显然 成 立 的 ,下 面 证 明 (iv). 设 
A = (ai)axnsB = (bi) rxssAT = (a )axns BT = (bi) sxn. 
于 是 (4B)" 与 B"A" 都 是 sXm 和 矩阵 ,再 根据 


得 
(BTAT™D),;; = Dohal, = Darbs = (AB), = (4B)T, 
k=1 k=1 
了 -= ly250 95532 -| 1,2,°%,m, 


故 (4B)T 一 BTA4I. 加 
由 (iv) ,用 数学 归纳 法 可 证 (41 4 … A4)7 一 AT… 47 A1. 
定义 2.12 设 

Cll CQl2 i Qix 


Q2 dz22 °° dzn 


dnl Un2 “” Qnn 
是 一 个 对 阶 矩 阵 ,如 果 aij—=aji(i,j=1,2,° ,7) , 则 称 4 为 对 称 矩 
阵 ; 如 果 Qi =—aix(i,j=1,2," ,7) ; 则 称 A 为 反对 称 和 矩阵 . 
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对 于 反对 称 矩 阵 A, 由 于 ai 二 一 aii (i 二 1,2,…,n), 所 以 其 主 
对 角 元 az 全 为 零 . 

根据 定义 2. 11 和 定义 2. 12, 容 易 证 明 : 

4 为 对 称 矩 阵 的 充 要 条 件 是 4I 一 4; 

4 为 反对 称 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 一 一 4. 

例 1 设 B 是 一 个 mXn 甜 阵 , 则 B"B 和 BB" 都 是 对 称 和 矩阵 . 

因为 号 中 是 nn 阶 矩 阵 , 且 

(BTIB)TI = B'(B')' = BBE. 

同 理 BB 是 m 阶 对 称 和 矩阵 . 

例 2 设 A 是 n 阶 反对 称 矩 阵 ,B 是 n 阶 对称 和 矩阵 , 则 4B 十 
BA 是 n 阶 反对 称 和 矩阵 . 这 是 因为 

(AB+BA)'= (AB)'++ (BA)' = BTA +ATBT 
B(—A)+(—A)B (AB 二 BA). 

必须 注意 ,对 称 和 矩阵 的 乘积 不 一 定 是 对 称 和 矩阵 .容易 证 明 : 

若 4 与 B 均 为 对 称 和 矩阵 , 则 AB 对 称 的 充 要 条 件 是 AB 可 交换 ， 
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和 矩阵 的 运算 中 ,定义 了 加 法 和 负 和 矩阵 ,就 可 以 定义 矩阵 的 减 
法 ,那么 定义 了 矩阵 的 乘法 ,是否 可 定义 矩阵 的 除法 呢 ? 由 于 和 盾 阵 
乘法 不 满足 交换 律 ,因此 我 们 不 能 一 般 地 定义 矩阵 的 除法 . 大 家 


知道 ,在 数 的 运算 中 , 当 数 a 隆 0 时 ,aa ! 二 a 'a 二 1, 这 里 a = 


a 
称 为 a 的 倒数 (或 称 a 的 逆 ) ;在 矩阵 的 乘法 运算 中 ,单位 矩阵 I 相 
当 于 数 的 乘法 运算 中 的 1, 那 么 ,对 于 一 个 和 矩阵 4, 是 否 存在 一 个 
矩阵 A ,使 得 44 “二 4“*A 二 I 呢 ? 如 果 存 在 这 样 的 矩阵 4， 
就 称 A 是 可 逆 矩 阵 , 并 称 4 :是 4 的 逆 和 矩阵 . 下 面 给 出 可 逆 和 矩阵 
及 其 道 矩 阵 的 定义 ,并 讨论 矩阵 可 道 的 条 件 及 求 逆 矩 阵 的 方法 . 
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定义 2.13 对 于 和 矩阵 AE FF”", 如 果 存 在 矩阵 BEF"”" ,使 得 

AB=BA=I, C2 22» 

就 称 4 为 可 逆 矩 阵 ( 简 称 4 可 逆 ), 并 称 B 是 A 的 逆 和 矩阵 , 记 作 
A 1!, 即 A !=B. 

由 定义 可 知 , 可 道 矩 阵 及 其 逆 矩 阵 是 同 阶 方 阵 . 由 于 (2. 22) 
式 中 ,4 与 中 的 地 位 是 平等 的 ,所 以 也 可 称 4 是 号 的 逆 矩 阵 . 

由 定义 2. 13 立即 可 知 , 单 位 阵 工 的 逆 和 矩阵 是 其 自身 . 

定理 2.2 若 4 是 可 逆 和 矩阵 , 则 4 的 逆 和 矩阵 是 唯一 的 . 

证 设 B 和 C 都 是 4 的 逆 矩 阵 , 则 由 

AB=BA=I, AC=CA=1, 
可 得 B=1B (CA)B= C(AB)= CI=C, 
故 4 的 逆 矩 阵 是 唯一 的 . 国 

下 面 讨论 矩阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 . 

如 果 A 可 道 ,由 (2.22) 式 可 知 : |411B| 二 11| 二 1, 于 是 |4| 关 
0, 因 此 |A| 隆 0 是 和 4 可 道 的 必要 条 件 . 141 天 0 也 是 4 可 逆 的 充分 
条 件 , 为 了 证 明 这 个 结论 ,我 们 引进 A 的 伴随 矩阵 (adjoint 
matrix) 的 概念 . 

定义 2.14 设 nn 阶 矩阵 A 二 (4i;),xa，As 是 行列 式 det4 中 元 
素 ai; 的 代数 余子 式 ,我 们 称 

cofh = (Ai) xn 
为 4 的 代数 余子 式 和 矩阵 ,并 称 cof4 的 转 置 矩 阵 为 4 的 伴随 矩阵 ， 
记 作 adj4 或 4 , 即 


An 4 … A 

4 4 … 4 
4 一 (cofh)T 一 | | 

is ,As Se A 


在 2.2 节 的 例 6 中 已 经 证 明了 AAA” 二 |41I( 见 (2.19) 式 ), 同 
理 可 证 ,A4* 4 二 |4|I1, 于 是 
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44* 一 4 4 一 |4| 1， (2. 23) 
当 |A| 关 0 时 ,由 (2. 23) 式 可 得 
4a(ET4)- (WI -rn 和 
故 当 |A| 关 0 时 ,4 可 北 , 且 
2 LA* 
A 区 T4 (2. 25) 


综 上 所 述 ,我 们 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 2.3 和 矩阵 4 可 道 的 充分 必要 条 件 是 |4| 隆 0, 且 

4 一 六 

推论 若 4,B 都 是 n 阶 矩 阵 , 且 AB 二 IT, 则 BA 二 I, 即 A4,B 绽 
可 道 , 且 4,B 互 为 逆 和 矩阵 . 

证 由 4B 一 I, 得 |411B| 二 1,|4| 关 0, 1B| 关 0, 根 据 定 理 
2.3,4,B 组 可 道 ,于 是 ， 

AB = JI 一 4-14B4 = A-'IA—>BA =I. 图 

由 定理 2. 3 立即 可 得 ,对 角 阵 和 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 可 道 的 充 要 
条 件 是 它们 的 主 对 角 元 aa ,az ，… ,a 全 不 为 零 . 

定理 2. 3 不 仅 给 出 了 4 可 道 的 充 要 条 件 , 而 且 提 供 了 求 A 
的 一 种 方法 . 以 后 我 们 还 将 介绍 另 一 种 常用 的 求 4 的 方法 . 定 
理 2.3 的 推论 告诉 我 们 ,判断 B 是 否 为 A 的 逆 , 只 需 验 证 AB 二 I 
或 BA 二 了 I 的 一 个 等 式 成 立即 可 . 

可 道 和 矩 阵 满足 以 下 运算 规律 (下 设 同 阶 方 阵 A4,B 蕴 可 道 , 数 
kA0): 

(i) (471) -1=A; (ii) (RA)T!=k- 14-13; 

(iii) (4B) '=B A ; (iv) (47) 一 一 (4 )"; 

(v) det(4-) 王 1/det4， 即 14-:| 三 14 一 !. 

我 们 仅 证 明 后 三 条 运算 规律 (前 两 条 运算 规律 的 证 明 , 留 给 读 
者 作为 练习 ). 
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因为 |14B| 二 1411B| 关 0, 所 以 AB 可 道 ,又 
(AB)(B'A')= A(BB ')A'=AIA'=AA'=J, 
故 (4B)-: 一 B-14-!. 运算 规律 (iii) 可 推广 到 多 个 可 逆 和 矩阵 的 乘 
积 , 即 若 41 ,4:，…,4。 皆 可 逆 , 则 
(Ai As *% 4) = Az … 451 41， 
因为 ”147| 一 |4| 天 0, 所 以 47 可 道 ,又 
(4AT1)T 一 工 即 (41)T74T = J 
故 (AT) -1=(471)7, 
因为 44-! 二 了 T, 所 以 |4114 下 | 二 1, 即 |4| 取 0, 因此 


加 中 
4 |= 一 一 4. 
MI= 二 =M| 


必须 注意 ,4,B 缘 可 道 ,A 十 B 不 一 定 可 道 ,即使 4 十 B 可 道 ， 
一 般 地 , (4 十 B)-! 关 A-! 十 B71, 例 如: 对 角 阵 
= diag(2, — 1), B= 1,, C= diag(l,2) 
均 可 道 ,但 4 十 B= 二 diag(3,0) 不 可 道 ,而 A 十 C 二 diag(3,1) 可 道 ， 
其 首 


(A+C)71 = diag ( 读 '1) 关 A Hc- 一 diag (3 Te ;): 
例 1 下 列 和 矩阵 4A,B 是 否 可 道 ? 若 可 道 , 求 其 道 矩 阵 ， 其 中 


如 -过 也 bi 
A=|1 1 ; B= bs 
1 .0 bs 
解 14| 二 2, 故 A 可 道 . 记 A 二 (ai;)xs, 各 元 素 的 代数 余子 
式 分 别 为 
pa | = we 上 | = | 让 = jl 
0 1 1 1 1 病 
-| 1a,4a = | =2, 4 —— | |=2, 
六 半 1 1 0 
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| -1a | 2, a = | -i 
和 册 1 1 1 1 
故 
J 二 波 1 
4 = 入 I4 = 也 0 名 2 
一 外 2 | 
| 了 | 一 和 02 天 0 时 ,B 可 道 ,其 逆 矩 阵 仍 为 对 角 和 矩阵 , 且 
1/b 
B= 1/bs 
1/bs 


求 道 的 运算 容易 出 错 ,所 以 求 得 4! 后 ,应 验证 44 二 了 以 
保证 结果 是 正确 的 . 


例 2 设 a- | | 


的 行列 式 detA 二 ai1azs 一 aliyaal 三 d 天 0, 则 其 逆 和 矩阵 
| 
a -二 2 yl 
例 3 设 方 阵 A 满足 方程 4 一 34 一 101 二 0, 证 明 : A,A 一 4I 
都 可 道 ,并 求 它 们 的 逆 和 矩阵 . 
证 由 4 一 34 一 10T 一 0 得 4(4 一 3D 王 10F, 即 


4[ 击 4-3D]= I, 

故 A 可 道 , 且 A! = 十 (4 一 3D. 再 由 A? 一 34 一 10I 二 0 得 
(A+D(A—4D = 61, 

即 FA+D(A—4D 一 耻 


故 4 一 4 可 逆 , 且 (4 一 4D 一 一 站 (4 十 D， 国 
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例 4 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 的 系数 年 了 泗 A 如 例 1 所 
给 ,b 一 (5,1,1)”, 问 方程 组 是 否 有 解 ? 如 有 解 , 求 其 解 . 
解 ” 由 于 A 是 可 首 和 矩阵 , 且 逆 矩阵 是 唯一 的 ,因此 等 式 Ax= 二 b 
两 端 都 左 乘 4 , 即 
A'(Ax)=A'b, 
便 得 此 方程 组 的 唯一 解 


Zl 1/2 —1 1/2] [5 2 
| | 0 J 2 一 ls 
Zs 一 1/2 1 1/2j\1 一 1 
例 5 证 明 : 若 4 是 可 闭 的 反对 称 和 矩阵 , 则 4 也 是 反对 称 
算 阵 . 
证 因为 (4-1)7=(47)-!= 二 (一 A)-!== 一 A-1, 所 以 A-! 是 反 
对 称 和 矩阵 . 国 
同 理 ,可逆 对 称 和 矩阵 的 逆 矩 阵 仍 是 对 称 矩 阵 ， 
下 面 再 举 几 个 综合 的 例题 . 
例 6 设 4=(as )sx* 为 非 零 实 矩阵 ,证 明 : 若 4 一 47, 则 A 
为 可 逆 矩 阵 ， 


证 欲 证 4 可 道 ,只 要 证 |A| 关 0. 由 A* 二 47 及 4 的 定义 
可 得 ,4 的 元 素 ai; 等 于 其 自身 的 代数 余子 式 Av ,根据 行列 式 |A| 
按 i 行 的 展开 式 得 

I4|= Dos :As -2 

由 于 4 为 非 零 实 矩 阵 ， 所 以 A 的 元 素 a CE 2,…,n) 为 实数 
且 不 全 为 零 , 故 |A4| 关 0, 即 4 可 道 . 

例 7 设 A,B,C 均 为 n 阶 方 阵 ,着 ABC 一 I, 则 下 列 乘积 : 
ACB,BAC,BCA ,CAB,CBA 中 哪些 必 等 于 单位 阵 工 


解 根据 矩阵 乘法 满足 结合 律 及 定理 2.3 的 推论 , 必 有 
BCA 一 (BC)A 一 IT, 因 为 A(BC) 一 I; 同 理 可 得 ,也 必 有 C4B 一 
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CC4B) 一 工 
例 8 设 4 可 逆 , 且 4* 吕 一 4 十 如 ,证 明 召 可 逆 , 当 
2 6 0 
查 二 -| 奈 训 向 
0 0 2 
时 , 求 B. 
解 由 A*B=A :十 了 一 4 :十 王 , 得 
(A4* 一 DB 一 4 1. @ 


于 是 |4* 一 IT11B|= 二 14 !| 关 0, 所 以 B 和 A* 一 I 可 道 ,再 由 得 
B=(A4*—DA'=[A(A*—D]I!'!=[|IA|II—Al', 


其 中 
8 2 6 0 1 -1 0 
I4lI-A=| 8 |-lo 2 6|=6lo 1 一 1|. 
8) lo 0 2 0 和 诡 ” 潮 
按 逆 矩 阵 的 运算 律 (ii) 和 求 逆 公 式 (2. 25), 易 得 
3 1 
B= 工 o 11 
6 s 
0 0 1 


例 9 设 A,B 均 为 n 阶 可 逆 和 矩阵 ,证 明 : (1)〈4B)” 一 
B*A*;(2) (A*)’=|A|"™A. 

证 (1) 由 |4B|==|4|1B| 关 0 可 知 4B 也 可 道 . 根据 (2. 23) 
式 , 有 (4B) (4B)" 二 14BIT, 所 以 

(AB)* = (AB)-! |AB| I=|AB| (4B)™ ~—|A||B| 了 4- 
B* A”* 
IB 141| 
(2) 由 (4 六 4 一 4 二 得 (4 1414 三 4 从 


=|B| B 1414 =|B| =B*A’*. 


141 


而 有 
(4A*)* 一 4 于 4. 
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2.5 惩 阵 的 初等 变换 和 初等 矩阵 


用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 ,其 消 元 步 又 是 对 增 广 矩阵 做 3 
类 行 变 换 ， 

(i) 以 非 零 常 数 c 乘 矩阵 的 某 一 行 ; 

(ii 将 矩阵 的 某 一 行 乘 以 常数 c 并 加 到 另 一 行 ; 

(iii) 将 矩阵 的 某 两 行 对 换 位 置 . 

这 3 类 行 变换 统称 为 矩阵 的 初等 行 变换 , (i) 称 为 倍 乘 变 换 ， 
(ii) 称 为 倍加 变换 ,(ii) 称 为 对 换 变 换 . 

在 矩阵 的 其 他 一 些 问题 里 (如 展开 方 阵 的 行列 式 ) ,还 要 对 和 矩 
阵 的 列 做 与 上 述 3 类 初等 行 变换 相对 应 的 变换 , 称 之 为 初等 列 变 
换 . 初等 行列 变换 统称 为 初等 变换 . 

初等 变换 在 矩阵 的 理论 中 具有 十 分 重要 的 作用 . 矩阵 的 初等 
变换 不 只 是 可 用 语言 表述 ,而 且 可 用 矩阵 的 乘法 运算 来 表示 ,为 此 
要 引入 初等 矩阵 的 概念 . 

定义 2.15 将 单位 矩阵 做 一 次 初等 变换 所 得 的 矩阵 称 为 初 
等 矩阵 . 

对 应 于 3 类 初等 行列 变换 ,有 3 种 类 型 的 初等 矩阵 : 

(i) 初等 倍 乘 矩阵 

E.(c) = diag(1,…，1,cy,1,…，1)， 

E;(c) 是 由 单位 矩阵 第 i 行 (或 列 ) 乘 c(c 隆 0) 而 得 到 的 ; 

(ii) 初等 倍加 矩阵 

1 


五 5 (c) = 9 
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E,(c) 是 由 单位 和 矩阵 第 i 行 乘 c 加 到 第 7 行 而 得 到 的 ,或 由 第 7 列 


乘 加 到 第 i 列 而 得 到 ; 
(Giii) 初等 对 换 矩 阵 
1 


EE 是 由 单位 矩阵 第 i,j 行 (或 列 ) 对 换 而 得 到 的 . 


例 1 
了 一 (bo )sxs 的 乘积 ， 


bal 
bs1 


bas bss 


> 
! 


NY 
上 


计算 下 列 初 等 矩阵 与 矩阵 A= (ai)sxns C= (ci )3x2, 


a Ql2 Qln 
Cas1l Cazs Ca 2n 
Qsl Q32 Qan 
cntdcs ca des 
C21 C22 
C31 C32 
bu bs biz 
ba Dos boz 
bs pas bsz 


由 例 1 可见, 初等 矩阵 左 乘 4,C( 右 乘 吾 ) 的 结果 是 对 4,CCB) 
做 初等 行 ( 列 ) 变 换 , 而 且 , 如 果 初 等 矩阵 是 由 单位 矩阵 做 某 种 行 
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〈 列 ) 变 换 所 得 ,那么 它 左 乘 4,C( 右 乘 B) 也 是 对 A,C(B) 做 该 种 行 
( 列 ) 变 换 . 

读者 不 难 证 明 下 面 的 一 般 结论 : 

E;(c)A 表示 4 的 第 ; 行 乘 c; 

Ei (c)A 表示 4 的 第 i 行 乘 c 加 至 第 7 行 ; 

EA 表示 和 4 第 i 行 与 第 ; 行 对 换 位 置 ; 

BE;(c) 表示 B 的 第 i 列 乘 c; 

BE (c) ”表示 B 的 第 ; 列 乘 c 加 至 第 i 列 ; 

BE 表示 B 的 第 i 列 与 第 7 列 对 换 位 置 . 

初等 矩阵 的 行列 式 都 不 等 于 零 ,因此 初等 矩阵 都 是 可 逆 矩 阵 . 
对 初等 矩阵 再 做 一 次 适当 的 同类 初等 变换 就 化 为 单位 矩阵 ,如 


已 (二 ),Co) I, EOE) 1, EE;=1, 
所 以 ,初等 矩阵 的 逆 矩 阵 是 同类 初等 矩阵 , 即 


本 Co) — E(t), Ei(O) = Ee), Ey=E,. 


例 2 设 初等 矩阵 
00 10 1 
0 | 
1000 0 0 1 
0 001 c 001 
1 
k 
te 1 
1 


试 求 PPsP; 及 (PP:P:) . 
解 P: 左 乘 P, 表示 对 Ps 做 倍加 行 变 换 ,P, 左 乘 P;P; ,表示 
对 PsP; 做 对 换行 变换 ,于 是 可 得 
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A 
FF -A 
中 rd va © 5 
3 ml vi Rm 2 
Dm © 
"OD oo 一 口 口 DL 
© A 
i 一 和 
= 4 
O00oomooorn TT ©O 口 
| 一 一 ©O 
TOOoToocoorooogm 
o-ooomrooowmooRg -| oo i ooso 
人 © © "oo 
| | | ll I | | 
jh 
总 候 
本 ~ 
S a 
A 
So 


示 对 P 做 倍加 列 变换 , P; 右 乘 


对 于 PiP;P; ,其 中 P; 右 乘 书 表 
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PiP; 表示 对 PiP; 做 倍 乘 列 变换 ,这 样 运算 其 结果 也 是 一 样 的 . 


“ 例 3 将 三 对 角 和 矩阵 


1 
2 
1 


OO oP~ VY 


0 


一 ~ OO 


DD ~ OD 


分 解 成 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 和 矩阵 L 和 上 三 角 和 矩阵 品 的 乘积 , 即 


4 一 LU( 称 为 矩阵 的 LU 分 解 ). 


解 ”由 于 倍加 初等 矩阵 及 其 逆 和 矩阵 都 是 主 对 角 元 为 1 的 同类 
型 三 角 阵 . 因此 如 能 通过 倍加 行 变 换 将 4 的 主 对 角 线 以 下 元 素 消 
为 零 ( 此 时 倍加 行 变换 对 应 的 初等 矩阵 是 主 对 元 为 1 的 下 三 角 甜 
阵 , 而 4 将 化 成 上 三 角 和 矩阵 ) ,就 可 将 4 分解 为 工 U, 具 体 作法 如 下 ， 


1 人 2 
1 
1 0 
1 0 
1 多 
1 0 
2 4: 一 
0 
0 
2 
J 
1 
Ll A; 一 
3 
4 1 


1 


oo voor uw 


slw 上 局 


0 0 

1 0| 记 
人 

人 二 

业 ， 分 

0 


1 0 


or we 


[3 
© 


记 作 


w| 
[ee 


| 
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将 上 面 三 个 式 子 中 的 左 端的 矩阵 分 别 记 作 五 ,二 , 工 , 则 


Els lA =U; 
故 A = (ID) 0 = 0, 
其 中 L=(LLL) :=Li!L;!L;! 
全 bi 1 
2 和 1 1 
= 
1 3 3 
一 1 
1 1 4 
1 
1 
过 
Ea 2 
3 
3 
二 
下 面 介 绍 用 初等 变换 求 逆 矩 阵 的 方法 . 


定理 2.4 ”可逆 和 矩阵 可 以 经 过 若干 次 初等 行 变换 化 为 单位 
和 矩阵. 

证 在 2.1 节 中 讲 过 的 高 斯 消 元 法 ,其 消 元 过 程 是 对 线性 方 
程 组 的 增 广 矩阵 做 3 类 初等 行 变换 ,并 一 定 可 以 将 其 化 为 行 简化 
阶梯 形 矩 阵 . 因此 ,对 任何 矩阵 4, 都 可 经 初等 行 变换 将 其 化 为 行 
简化 阶梯 形 和 矩阵 , 即 存在 初等 矩阵 Pi ,P;,… ,P, 使 


P.*…P,PA=U. 
当 A 和 为 n 阶 可 道 矩 阵 时 , 行 简化 阶梯 形 和 矩阵 也 是 可 道 矩 阵 ( 因 为 
初等 矩阵 都 可 道 ), 从 而 UU 必 是 单位 矩阵 工 国 


推论 1 可 道 矩 阵 4 可 以 表示 为 若干 个 初等 矩阵 的 乘积 . 
证 根据 定理 2. 4, 存 在 初等 矩阵 P,P;,*,P, 使 得 
P.*…P,PA=J, €2. 26) 
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所 以 


A= (P,.…P;P1) 一 了 1Pi… 了 :1， (0 272 

其 中 Pi! ,了 PP 仍 是 初等 矩阵 ,推论 得 证 . 国 
由 (2. 26) 式 可 知 

4 1 = P,:…P,P, = P.,*…P;,PI. (2. 28) 


于 是 ,根据 (2. 26),(2. 28) 式 , 即 得 下 面 的 推论 . 
推论 2 ”如 果 对 可 道 和 矩阵 4 和 同 阶 单位 阵 了 做 同样 的 初等 行 
变换 ,那么 当 4 变 为 单位 阵 时 ,I 就 变 为 4 7! , 即 
初等 行 变换 


(A,D (I,A™). 
由 (2. 27) 式 又 可 得 

4P.…P:P 一 三 

TP.…P;P, 一 4 
因此 ,同样 也 可 用 初等 列 变换 求 逆 和 矩阵 , 即 

A 换 /I 

() 初等 列 变换 人 
例 4 用 初等 行 变 换 求 矩 阵 


0 3 一 ii 
A=| 1 1 :| 
—1 —1 —1 
的 道 矩 阵 . 
解 
0 2 —1il 0 0 
oo-| 1 1 so 
=1 =1 =1I0 f@ 1 
1 1 2i:0 10 
TO | ,入 2 
= 二 人 00 


2.5 算 阵 的 初等 交换 和 初等 矩阵 77 


二 委 ? 人 1 人 LT = 


@+O : Q@O+Q@X (一 2) 
一 | 002--1100| 一 一 -> : 
020:1 1 1 
00 1:011 0010 1 1 
O+@x (- 互 ) : 
a 
@x(5) :2 2 2 
001: 0 1 1 
所 以 
二 二 二 这 一 四 
2 2 2 
| 和 了 二 
2 2 2 
0 1 1 
例 5 已 知 4BAT 一 2BAT 十 I, 求 B. 其 中 
1 0 0 
A=|0 1 2|. 
0 0 1 


解 ” 在 已 知 的 矩阵 方程 中 ,注意 到 2BA' 二 21BA" ,于 是 
(A4—2DBAT=I， 即 BAT = 二 (4 一 2D7. 


所 以 B=(A—2D (A') '=[A'™(A—2D)]! 
=(ATA—2AT) 1. 
1 0 0 2 0 0 一 1 0 0 
4T4 一 24T 一 |0 1 2|-|o 2 0l|=| 0o 1 2|， 
0 全 5 0 本 2 0 一 2 3 
用 两 种 求 逆 方法 都 易 得 


一 0 OF 一 让 地 0 
0 1 2 一 人 |: 
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读者 必须 注意 ,用 初等 行 变换 求 可 逆 矩 阵 的 逆 和 矩阵 时 ,必须 始 
终 做 行 变换 ,其 间 不 能 做 任何 列 变换 . 如 果 做 初等 行 变 换 时 ,出 现 
全 零 行 , 则 其 行列 式 等 于 零 , 因 而 矩阵 是 不 可 逆 的 . 
读者 也 应 练习 一 下 ,用 初等 列 变换 求 逆 矩 阵 的 方法 . 
例 6 当 a,2 满 足 什 么 条 件 时 ,和 矩阵 4 不 可 逆 . 其 中 
人 了 
pon LB 40 | 
一 LI 五 
a 2 3 4 
解 ” 对 A 做 初等 行列 变换 将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,由 14| 二 0 
可 得 a,6b 应 满足 的 条 件 . 为 简便 起 见 , 应 尽量 将 a,b 置 于 4 的 右 
下 方 ,所 以 先 将 4 的 第 1,2,3 列 对 换 两 次 (此 时 |4 | 不 变 ) ,然后 再 
做 倍加 行 变换 , 即 


二 到 0 3 
ER 4 7 1 10 
1 一 站 泛 
2 3 a 4 
1 和 0 3 
Q@+OXx(C |0 —1 = 
@+Ox(C2) Io NE b 
1 WW 一 元 
1 之 0 3 
@+® 人 一 由 2 
@+@x—D Io 0 0 5—2 
0 0 zo—1 0 


矩阵 4 不 可 逆 的 充 要 条 件 是 
下 “人 

I4|= | = -D6-» -0, 
个 一 村 | | 雹 一 1 
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即 < 一 1 或 2 一 2. 


2.6 分 块 年 阵 


把 一 个 大 型 矩阵 分 成 若干 小 块 ,构成 一 个 分 块 矩 阵 ,这 是 和 矩阵 
运算 中 的 一 个 重要 技巧 , 它 可 以 把 大 型 矩阵 的 运算 化 为 若干 小 型 
矩阵 的 运算 ,使 运算 更 为 简明 . 下 面 通过 例子 说 明 如 何 分 块 及 分 


块 矩 阵 的 运算 方法 . 
把 一 个 5 阶 矩 阵 
2 1:1 0 -1 
1 2i2 —3 0 
A=|0 0:1 0 0|， 
0 0i0 1 0 
00io 0 1 


用 水 平和 垂直 的 虚线 分 成 4 块 ,如 果 记 
2 | 1 0 —1 
人 2) 一 入， s =8 中 -4， 
0 0 1 
0 0 
0 0 
就 可 以 把 4 看 成 由 上 面 4 个 小 矩阵 所 组 成 ,写作 
nd 
A= » 
0 工 
并 称 它 是 4 的 一 个 2X2 分 块 矩 阵 , 其 中 的 每 一 个 小 矩阵 称 为 A 
的 一 个 子 块 . 
把 一 个 mXn 和 矩阵 4, 在 行 的 方向 分 成 ; 块 ,在 列 的 方向 分 成 z 
块 , 称 为 4 的 sX 上 分 块 矩 阵 , 记 作 4 一 (4u) > 其 中 4 (CR 一 
1,2,… ,sl 二 1,2,…,t) 称 为 A 的 子 块 ,它们 可 以 是 各 种 类 型 的 小 


一 0， 
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算 阵 . 
常用 的 分 块 算 阵 ,除了 2X2 分 块 矩 阵 , 还 有 以 下 几 种 形式 ， 
按 行 分 块 


a a1l2 Qln al 

PoE Ad21 zn a a 
dm dm “** dmn Qm 

其 中 @ 一 (al，aiz ，……，aim) ,i 二 1,2,""* ,Mm. 
按 列 分 块 
bu bs … 0 
b. b 
及 二 | “|= (bi, bs, *, b,), 


Gr Dis Sm hs 
其 中 b= 二 C62, Bz, ,6n) Yj 二 1 ,2 ,5s. 
当 n 阶 矩阵 C 中 非 零 元 素 都 集中 在 主 对 角 线 附近 ,有 了 时 可 以 
分 块 成 下 面 的 对 角 块 矩阵 (又 称 准 对 角 和 矩阵 ) 
C 


他 


其 中 Ci 是 ”; 阶 方 阵 (i = 1,2,°% ,ms < 


= i 

a 

| 

3 
a 
宰 
过 
一; 


人 三 本 和 
J 2; 0 0 0 
ee te 【24 
6” 懈 | 二 
C 一 EF 3 Cs » 
0 QO. 1 2:0 
: Cs 
人 


oS 
be 
So 
S 
© 
CD 
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pe 
.ee 
其 中 c=(, 站 c=|-1 1 ?|，c=(3). 
0 区， 一 喇 


下 面 讨论 分 块 矩阵 的 运算 . 
1. 分 块 矩 阵 的 加 法 
设 分 块 矩 阵 A 二 (Ai1),y,，B 一 (Bi),x,, 如 果 A 与 B 对 应 的 子 
块 Ai, 和 Bi 都 是 同型 矩阵 , 则 
A++ B= (At Bi) sy. 
例如 
An A By Bi [AutBa 4 十 Bi 
I rd [a 2 |- 十 Bi Az+B)’ 
其 中 A 与 Bi ,4 与 Bi; ;Azl 与 B; ;Azz 与 B,, 分 别 都 是 同型 小 矩 
阵 ( 子 块 ). 
2. 分 块 矩阵 的 数量 乘法 
设 分 块 矩 阵 A 二 (4h4.),y,,4 是 一 个 数 , 则 
A = Cd 
3. 分 块 矩 阵 的 乘法 
设 4EF" BEF2 如果 4 分 块 为 >Xs 分 块 矩 阵 
(hn) ,x,，B 分 块 为 Xt 分 块 矩 阵 (Bi),x,, 且 4 的 列 的 分 块 法 和 B 
的 行 的 分 块 法 完全 相同 , 则 
方 列 疡 列 … 广 列 
Au :As :iiA) [Bi Bi … Bl] 广 行 


pa le 


An | Ass As) [Bs Bo 2 B) i 和 4 
记 作 
一 CC 一 一 (CCu ) ye» 
其 中 C 是 >Xz 分 块 矩 阵 , 且 
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Cu = Pap (k=1,2,° ,73l = 1,2,%,D). 
可 以 证 明 (但 略 去 ), 用 分 所 乘法 求 得 的 AB 与 不 分 类 作 乘法 
求 得 的 4B 是 相等 的 . 
例 1 将 下 列 5 阶 矩阵 和 4,B 分 成 2X2 的 分 块 矩 阵 , 并 用 分 块 


和 矩阵 的 乘法 计算 4B. 
4 3 2 C1 © 
(0 HE ke) 下 ”和 二 
A=|-1 210 0|, B=|-1 0 00 0|. 
1 有 于 总 0. = 0 人 但 
一 0 0 1 0 0 二 二 填 丛 
解 ” 由 观察 ,可 将 A 分 成 如 下 4 个 子 块 
1 0:0 0 0 
1 
| | 
: A! I 
i 
三 瘟 丰 1 入 1 
一 1 2 
其 中 A=| 1 1|. 
一 2 0 


根据 分 块 矩 阵 乘法 的 要 求 ,B 的 行 的 分 法 应 和 A 的 列 的 分 法 一 致 ， 
而 列 可 以 任 分 ,为 计算 方便 可 将 B 分 块 如 下 : 


3 2 QO: 1 © 
1 3 0i0 1 
ee B I 
B= |—1 0 040 0|= Oe | 
0 -1 0I0 0 si 
0 0 一 1;0 0 
3 2 0 
人 
其 中 wl or py 
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则 4p- | "| 引 -| B |, 


A! IL|)l—I 0 AiBi—I A 
—2 4 0 
其 中 oo 4 4 | 
一 6 一 4 一 ! 
故 
3 2 
11 -区 六 这 
AB=|-2 4 0 —1 2|. 
人 于 ? 浴 "， 宇和 
0 


= ~ 二 党 

不 难 验证 ,4 好 直接 相 乘 与 分 块 相 乘 所 得 结果 是 一 致 的 . 

例 2 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXs 和 矩阵 ,B 按 列 分 块 成 1Xs 
分 块 矩 阵 , 将 4 看 成 1X1 分 块 矩 阵 , 则 

AB = A(bi,b;, …, b,) = (Abi, Ab,, …, Ab.,). 

若 已 知 4B 二 0Cm Xs 零 矩 阵 ), 则 显然 有 Ab; 一 0(nX1 零 矩 
阵 ),j 二 1,2,…,s. 因此 ,B 的 每 一 列 b; 都 是 线性 方程 组 Ax 一 0 
的 解 . 

例 3 若 n 阶 矩阵 C,D 可 以 分 块 成 同型 对 角 块 矩阵 , 即 


CG 也 
C 一 名 » D= i 9» 
Cs 卫 。 
其 中 C; 和 D; 是 同 阶 方 阵 Gi 二 1,2,… ,7m), 则 
CD 
CD; 
CD 一 


CoD，。 
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和 矩阵 的 分 块 乘法 ,在 以 后 证 明 一 些 重要 的 命题 时 ,起 着 重要 的 
作用 ,下 面 看 一 个 例子 . 

例 4 证 明 : 若 n 阶 上 三 角 和 矩阵 A 可 逆 , 则 其 逆 和 矩阵 4 :也 是 
上 三 角 和 矩阵 . 


证 对 作 数 学 归纳 法 ,n 二 1 时 ,(o) -一 (过 ) ,结论 成 立 . 


(一 阶 矩 阵 可 以 认为 是 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 ,对 角 和 矩阵 ,对 称 矩 阵 )， 假 
设 命题 对 n 一 1 阶 可 道上 三 角 甜 阵 成 立 ,下 面 考虑 n 阶 情况 . 设 


Ql 12 Qln 


Qll Q 


0 这 (ai .0,1 = 1,2,",n), 


bu :ib ob 
po on :bs b 丝 [ | 
|; 7 Bi 
ba | bos 6 
et 
0 Al iF Bi 0 了 
即 这 anB | _ < 0 ’ 
4 7 AiB 0 Li 
于 是 


A17Y=0=7=A'0=0, 
4 了 Bi =I, 一 Bi 一 41 ， 
根据 归纳 假设 ,Bi 是 ”一 1 阶 上 三 角 和 矩阵 ,因此 
bn 有 
0 B 
是 上 三 角 和 矩阵 (其 中 : bu 二 an ;8 二 一 an'aAr'). 


p= | 
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4. 分 块 矩 阵 的 转 置 
分 块 矩阵 4 一 (4w ),x, 的 转 置 矩阵 为 
4 一 (Bu)vs， 
其 中 Br 一 4 有 ， l=1,2,…,t; k=1,2,%%* 5. 


A Ais A 
mn 位 生 他 
Azl Azs Ass 
AN A 
则 AT' = 4 4 。 
A A¥ 
bi 
B -站 行 分 类 ， 
b,, 
则 BT= (bt ,bi ,. ,by). 
5. 可 逆 分 块 矩 阵 的 逆 和 矩阵 
对 角 块 矩阵 ( 准 对 角 和 矩阵 
Al 
A; 
4 一 
A, 


的 行列 式 为 |4| 二 141114:;1…14,|, 因 此 ,对 角 块 矩阵 4 可 道 的 
充 要 条 件 为 

[Ai| 关 0，i= 1,2,*…,m. 
根据 对 角 块 矩阵 的 乘法 ,容易 求 得 它 的 逆 和 矩阵 
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A 
用 分 块 矩 阵 求 逆 矩阵 ,可 以 将 高 阶 矩 阵 的 求 逆 转化 为 低 阶 矩 
阵 的 求 逆 . 一 个 2X2 的 分 块 矩 阵 求 逆 , 可 以 根据 逆 矩 阵 的 定义 ， 
用 解 矩阵 方程 的 办 法 解 得 . 
B 0 
例 5 设 4=( 
其 中 B,D 皆 为 可 逆 方 阵 ,证 明 4 可 逆 并 求 4 一 . 
解 14| 二 18B|11D| 取 0, 所 以 4 可逆. 设 
X 4 
多 下 六 
其 中 XX 与 B,T 与 D 分 别 是 同 阶 方 阵 , 于 是 由 
B OX Y BX BY I, 0 
ls sj = be Bt 人 J 


得 : 


nl 


BX=L,, 故 X=B-!; 
BY 一 0， 故 Y=B-10=0; 
CX+DZ=0, 故 DZ= 一 CX= 一 CB-1， 
Z 一 一 D-1CB-1; 
CY+DT=T,，, 故 DT 一 五, 即 T 一 D-:. 
所 以 
pe 再- 0 
一 DCB- Dr- 


“6. 分 块 矩 阵 的 初等 变换 与 分 块 初等 阵 
这 里 我 们 仅 就 2X2 分 块 矩 阵 为 例 来 作 讨论 . 对 于 分 块 矩 阵 
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A A 
pe 
可 以 同样 地 定义 它 的 3 类 初等 行 变换 和 列 变换 ,并 相应 地 定义 3 
类 分 块 初等 矩阵 ， 

GD 分 抉 倍 乘 阵 (Ci ,Cs 是 可 逆 阵 ) 


和 


0 无 0 C, 
《ii 分 块 倍加 阵 

I, 0 到 .你 

ee] [oa 
Qiii) 分 块 对 换 阵 


分 块 初等 矩阵 自然 是 方 阵 ,它们 左 乘 (或 右 乘 ) 分 块 矩 阵 A( 不 
一 定 是 方 阵 ) ,在 保证 可 乘 的 情况 下 ,其 作用 与 2. 5 节 中 所 述 初 等 
矩阵 左 乘 (或 右 乘 ) 和 矩阵 的 作用 是 相同 的 . 

分 块 矩 阵 的 初等 变换 也 是 矩阵 运算 的 一 个 重要 技巧 ,以 后 讨 
论 一 些 问题 时 用 它 处 理会 比较 方便 .下面 举 两 个 应 用 的 例子 . 

例 6 设 nn 阶 矩阵 4 分 块 表 示 为 


I a 

A= ， 

Azl A 

其 中 A ,42 为 方 阵 , 且 A 和 A 可 逆 . 证 明 A 一 AaAn Ais 可 道 ， 


并 求 4. 
解 ” 先 对 分 块 阵 A 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 上 三 角 块 矩阵 ， 
为 此 左 乘 分 块 倍加 阵 


五 0 
i eo » 
一 4241 J 
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其 中 工 ,I 为 单位 矩阵 ,其 阶 数 分 别 等 于 A ,Az 的 阶 数 ， 于 是 
A Ais i 
己 4 一 11 12 记 作 B, 
0 4 人 A Am A 
IP.A|= |A1||Az — A An A |. 


|4| 
区 三 | 


由 于 |P | 二 1,1A| 关 0, |Au | 关 0, 所 以 |Azs 一 AziAni'Ais | 一 天 


0, 故 矩阵 Azs 一 4xa4iil4 可逆 . 
为 了 求 4 , 记 @=42 一 Az1 hn! Aiz. 对 B 做 行 变换 将 其 化 为 
对 角 块 矩阵 ,为 此 取 


I —A 四 
P， EL 1 1C 
0 LL 
A 0|i 
于 是 po-| a | 又 c 
0 0 


即 P; P,4 一 C, 两 边 取 逆 得 4- CPP) 一 一 C ,因此 
4 一 CC(PP) 


ee An 0 五 一 420- 五 0 
0 0 0 L —AnAn I) 


记 
4 一 Fs hy 
D: 了 > 
则 Di=An +An A1wQ 'AnAn, D2= 一 CO ， 
Di 一 一 14b20 ', Da 一 一 0 424i， 
其 中 Q=Az,— A An'A. 
例 7 设 o-oo|. 
CD 


且 A 和 可 道 ,证 明 : detQ=|A|11D 一 CA 'B|. 
证 先 用 分 块 倍加 阵 左 乘 Q, 使 之 化 为 上 三 角 块 矩阵 ,为 此 取 
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到 0 
卫 一 » 
Ed 
其 中 工 与 4 同 阶 ,I 与 D 同 阶 , 如 此 则 有 
Po = @ B ' 
0 也 一 C4-B 
将 上 式 两 端 求 行列 式 , 得 |P|18| 一 1411D 一 CA 一 中 | ,由 于 | 了 | 一 
1, 故 命题 得 证 . 
例 8 设 A,B 均 为 n 阶 和 矩阵 ,证 明 : 
人 B 


一 |4 十 中 | 14 一 号 |. 
BA 


证 将 分 均 卸 阵 P= (人 ) 的 第 1 行 加 到 第 2 行 ,再 将 第 2 
列 乘 二 [加 到 第 1 列 ,使 之 化 为 上 三 角 块 矩阵 , 即 

( 出 | 交加 7)= (ap | 站 
人 wal 


于 是 由 两 边 矩 阵 的 行列 式 相 等 , 即 得 
四 | A—B B 
BA 0 A 十 B 


[= allatal. 


附录 2 数 域 命题 量词 
I. 数 域 


一 个 含有 数 0,1 的 数 集 下 ,如 果 其 中 任意 两 个 数 关 于 数 的 四 
则 运算 封闭 (除法 的 除数 不 为 零 ), 即 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 仍 是 下 
中 的 数 ,那么 数 集 下 就 称 为 一 个 数 域 . 
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显然 ,全 体 有 理 数 、 实 数 、 复 数组 成 的 数 集 都 是 数 域 , 称 为 有 理 
数 域 .实数 域 .复数 域 ,分 别 记 作 Q ,R ,C. 而 全 体 整 数组 成 的 数 
集 Z 就 不 是 数 域 ,因为 任意 两 个 整数 的 商 不 都 是 整数 . 

还 有 一 些 数 集 , 如 Q(W2) 二 {a 十 5V21a,b5E Q), 也 构成 一 个 
数 域 . 

还 要 指出 ,有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 , 即 任何 数 域 下 都 包含 有 
理 数 域 Q. 事实 上 ,由 于 0,1EF, 所 以 z 一 1 十 1 十 … 十 1E 开 R， 
0 一 nEF, 从 而 整数 集 Z CF; 又 对 于 任意 的 p,9€ 2 CF,p 取 0, 均 
有 g/pPEF, 而 q/pEQ, 所 以 QCF. 


I. 命题 


所 谓 命 题 ,就 是 一 个 陈述 句 ， 严格 地 说 ,命题 不 是 陈述 句 本 
身 , 而 是 陈述 句 所 表达 的 含义 ,因为 “语句 ”是 语言 学 的 概念 ,而 “ 命 
题 " 是 逻辑 学 的 概念 . 

下 面 的 语句 ; 1) 3<5;(2) 雪 是 白 的 ;(3) 雪 不 是 白 的 ;(4) 3 二 
5 且 3 整除 5;(5) 他 学 英语 或 者 他 学 法 语 ; (6〉 如 果 天 不 下 雨 , 我 
就 出 去 散步 ;(7) 两 个 三 角形 相似 当 且 仅 当 两 个 三 角形 三 个 内 角 
分 别 相等 . 它们 都 是 命题 ,其 中 (1) 一 (3) 是 简单 命题 ;(4) 一 (7) 是 
由 两 个 命题 与 逻辑 联接 词组 成 的 复合 命题 ;一 个 命题 的 否定 也 是 
一 个 命题 ,命题 (3) 是 命题 (2) 的 否定 . 这 里 所 指 的 逻辑 联接 词 有 : 
人 ( 合 取 词 ), V( 析 取 词 ), 一 ( 药 涵 词 ), 仿 ( 双 蕴 涵 词 ), "(否定 
词 )， 其 含义 为 (下 面 p,q 均 为 命题 ): 

pAg 表 示 命 题 “p 有 昌 gq”;pVg 表示 命题 “p 或 g”; pg 表示 
命题 “ 若 p 则 g”( 或 说 p 蕴涵 gq);p 今 gq 表示 命题 “p 当 且 仅 当 g” 
(或 说 Pp 与 a 等 价 ); 卫 p 表示 命题 “ 非 p”, 即 p 的 否定 命题 . 

这 里 要 特别 指出 ,条 件 命 题 p 一 g 与 其 道 否 命题 ("gq) 一 
(一 (可 简写 为 -~g> 一 ) 即 “若非 q 则 非 p”, 是 等 价 命题 . 例如 ， 

“如 果 下 两 ,我 就 带 伞 ”等 价 于 “如 果 我 不 带 爹 , 就 不 下 雨 ”;“ 如 
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果 两 个 三 角形 的 三 条 边 分 别 相等 , 则 两 个 三 角形 全 等 等 价 于 “如 
果 两 个 三 角形 不 全 等 , 则 它们 的 三 条 边 不 分 别 相等 ” 

用 反 证 法 证 明 一 个 数学 定理 “ 若 p 则 gq”, 就 是 证 明 它 的 等 价 
命题 ( 即 道 否 命题 )“ 若 非 9, 则 非 p”. 

在 线性 代数 课程 中 ,经 常用 反 证 法 证 明 一 个 定理 ( 即 条 件 命 
题 ), 所 以 还 要 善于 表述 一 个 命题 的 否 命题 . 例如 : 命题 

“存在 不 全 为 零 的 数 zi ,zs，… ,Xx, 使 zi 全 十 zs 6 十 … 十 
6 一 0 成立” 的 否 命题 为 

“任何 不 全 为 零 的 数 ZX1， Zz，"…，ZXn 都 使 1 在 十 Zz 色 十 … 十 
Ti 天 0”， 即 “ 只 有 zi1，ZXs，*…，ZX 全 为 零 , 才 使 zi1& 十 
Tz 色 十 十 Xn 一 0 成 立 ”. 

“ 若 p 则 q” 称 为 条 件 命题 ,此 时 ,我 们 也 称 : p 成 立 的 必要 条 
件 是 9 成 立 ( 或 简称 g 是 p 的 必要 条 件 ;p 成 立 是 9 成 立 的 充分 条 
件 ( 或 简称 p 是 g 的 充分 条 件 ). 


亚 . 量词 


有 些 命题 常用 两 种 断言 :“ 集 X 中 每 个 元 素 具 有 性 质 p”;“ 集 
X 中 有 一 个 元 素 z 具有 性 质 p”. 为 表述 简便 起 见 ,我 们 用 逻辑 符 
号 ,“YVXEX,p”( 或 “(VXEX)p”);“ JrEX,p” (或 “<( 习 rzEX) 
p”) 表 示 上 述 两 种 断言 这 里 ,“VY zx” 表示 “对 于 任意 的 元 素 z”， 
“VYV ”叫做 全 称 量词 , 它 是 any 字 头 a 大 写 后 的 倒 写 ;“ zx” 表示 “有 
一 个 元 素 x( 或 存在 元 素 x)”, “3” 叫做 存在 量词 , 它 是 exist 字 头 
e 大 写 后 的 反 写 . 

例如 ,对 于 集合 A 与 B,ACB 的 含义 是 “ 阁 a€E A, 则 a€ B”， 
这 可 表述 为 “VaE€ A,a€B”. 

ACB 的 否定 为 ACYB, 其 含义 是 “ja€ A,a&g B”. 

一 般 地 ,含有 量词 的 命题 的 否定 命题 ,满足 下 面 两 个 基本 的 等 
价 规则 : 
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非 CVzE X)p, 等 价 于 (jz EX) 非 p; @ 
非 (3zE X)2, 等 价 于 UVYzEX) 非 馆 . O 
例 1 设 X 和 YY 分 别 是 甲乙 班 学 生 的 集合 ,p(x,y) 表 示 
XEX 和 ywEY 同姓 , 则 命题 1 
(VzE XIvE YP ry) 
表示 “所 有 甲 班 的 学 生 都 能 在 乙 班 中 找到 与 之 同姓 的 学 生 ” 按 上 
述 两 个 等 价 规则 ,命题 “ 非 1” 等 价 于 
(3zE DE§EAIyE Dpr WO(IrE RVYyE DB§Oplr,y) 
(其 中 令 是 双 蕴 涵 词 , 即 等 价 于 的 意思 ) ,由 后 一 个 式 子 可 知 ,命题 
“ 非 1” 的 含义 是 ; 甲 班 有 一 个 学 生 与 乙 班 所 有 学 生 都 不 同姓 . 
例 2 数列 {u,} 以 a 为 极限 ,用 e-NN 语言 可 定义 为 ， 
“对 任意 的 e 二 0, 存 在 N>0, 使 对 任何 xz 之 入, 恒 有 lz 一 za| 去 
e”, 这 可 用 多 个 量词 组 合 为 “命题 2”， 
(Ve>O{(IN> [CVn> N) lu,—al<=e]). 
于 是 数列 {w,} 不 以 a 为 极限 的 命题 为 “ 非 2”, 即 
非 2SS(3e>>0) 非 ‘(3N> OC(Vn> N) lu,—al< el} 
S(de>O{(VN> O00) BB[(Vn> N) lu,—al<= ej} 
SC(Ie>O{(VN> WLI3n> NN) lu,—al< ej} 
SCIe>O{(VN> WLI3n> N) lu,—al> ej}, 
即 “ 存 在 s 盖 0, 对 任何 N 这 0, 存 在 n 记 NN, 使 |u, 一 a| 之 e”. 
从 以 上 例子 可 见 ,含有 多 个 量词 的 数学 命题 , 欲 知 其 否 命题 的 
含义 , 按 上 述 中 ,@ 等 价 规则 ,只 要 将 原 命题 中 的 “ Y ” 改 为 “3”， 
“了 本? 改 为 "Y”, 而 “具有 性 质 p” 改 为 “具有 性 质 非 p”. 
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习题 
用 高 斯 消 元 法 解 1 一 4 题 的 线性 方程 组 : 
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二 于 
20 rT 一 0， 
一 六 十 2zz 一 广 z4 一 3， 
1 1 1 
一 可 入 十 2za HTT—3, 
一 可 和 一 本 和 十 2zx: 一 0 
Zi 一 2zz 十 3zs 一 4z 一 4， 2z 十 3zz 十 5z 十 z 一 3， 
Za 一 2 十 局 一 一 3， 二 3zi 十 4zz 十 2z: 十 3z 一 一 2， 
2 十 3z 一 3z 一 1， Zi 十 2zz 十 8za 一 ZX 二 8， 
二 二 7zi 十 9zz 十 zs 十 8z: 一 0. 
三 一 10zz 十 11zxs 一 11z: 一 0， 
了 2zm 十 4zz 一 5zs 十 7z 一 0， 
”|3zm 一 3z， 十 3z。， 一 2z, 一 0， 
5xz1 十 zs: 一 2z 十 5ze 一 0. 


下 列 5~6 题 的 线性 方程 组 中 ,p,q 取 何 值 时 ,方程 组 有 解 ,无 解 . 在 有 
解 的 情况 下 , 求 出 它 的 全 部 解 : 


Xi—3x: 一 6zs 十 2zx 一 一 1， 
pz 十 zz ++zxs=1, 


- 光 zxit+prs 十 一 加 


2 一双 一 22 十 3 冯 一 0， 
Zi 十 5zz 十 10z 一 2 一 0， 
3zi 十 zz 十 加 zs 十 4z 一 1 
7. 将 军 点 兵 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 间 兵 几何 
( 求 在 500 至 1000 范围 内 的 解 )? 
8. 百 鸡 术 : 母 鸡 每 只 5 元 ,公鸡 每 只 3 元 ,小 鸡 三 只 一 元 , 百 元 买 百 鸡 ， 
各 买 几何 ? 


ZX1 十 Xz 十 pzxs 二 Pp?. 


, 0 3 0 
9. 设 4=(， 小 Ba 人 () ,计算 ， 24,3B,4 十 如 ,24 一 3 了 3， 


AB—BA. 
“i | 1 | 贡 
10. 设 4=|2 1 2|, B=|2 一 1 0 
1 2 3 a 1 


, 求 AB 一 BA. 


第 2 章 矩阵 


计算 11 一 20 题 的 矩阵 乘积 : 
人 


-1 0 
~ “一 人 从 yh i 

a b 
13. (1,—1,2|1 1 3|. 14 ( ) pg 
ma mb 一 一 一 
‘ | 6 6 


CQ21 ld22 °° ld2n 


Unl dn2 * Gnn 
QI dz 1 
16. (Zz1 ,Xx2) 。 
dz21 ad22 Zz 
1 
a QI2 “”” Qln 
1 
aa di U2n 
17 0 Co 
dnl Un2 Unn 
0 
1 
Qi az ” ain 
2 
Q21 Q22 ” QQozn 
18. | . . . 0 
dnl Un2 ”Unn 


19. | 一 2 1 0||I& bh bs 


20. |b ba bs b 


尼 口 口 哺 
EO OD 
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21. 已 知 4 一 PAOC ,其 中 


了 


计算 : 48 ,49 ,42 ,42+1(z 为 正 整数 ). 


n 


a 


22. 计算 = (n 为 正 整 数 ). 


C 
cosp sing\” 生 

人 计算 (ao 及 (_ 0) . 

24. A,B 皆 是 n 阶 矩 阵 , 问 下 列 等 式 成 立 的 条 件 是 什么 ? 

(1) (4B)?=A: 二 T+3A’B+34AB’+B’; 

(2) (A+B)(A—B)=A’—B’. 

25. 若 4B 二 BA,AC 一 CA, 证 明 4, B,C 是 同 阶 和 矩阵 , 且 A(B 十 C0) 二 
(B+OA,A(BC)= (BO)A. 

26. 求 平方 等 于 零 矩阵 的 所 有 二 阶 和 矩阵 . 


1 
27. 求 与 4= ( 。 1 ) 可 交换 的 全 体 二 阶 扼 阵 


1 0 0 
0 于 也 
0 证 一世 
29. 已 知 和 4 是 对 角 元 互 不 相等 的 n 阶 对 角 和 矩阵 , 即 


Q1 


28. 求 与 4 一 可 交换 的 全 体 三 阶 和 矩阵 . 


az 


an 
当 ;7) 时 ,ai 天 oa (i,j 二 1,2,…,n). 证 明 : 与 4 可 交换 的 矩阵 必 是 对 角 
和 矩阵. 

30. 证 明 : 两 个 阶 下 三 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 下 三 角 和 矩阵. 

31. 证 明 : 若 4 是 主 对 角 元 全 为 零 的 上 三 角 和 矩阵 , 则 4? 也 是 主 对 角 元 
全 为 零 的 上 三 角 和 矩阵 . 
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32. 证 明 : 主 对 角 元 全 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 的 乘积 , 仍 是 主 对 角 元 为 1 的 
上 三 角 和 矩阵 . 

33. 设 4 一 本 y p=( E 上) 主任， AB' ,B'A,A'A, 

3 4 一 1 一 2 0 1 

了 BBT 十 4ABT， 

34. 证 明 : (4:4:…4k)T 一 47…4J4I. 

35. 证 明 : 车 A 和 B 都 是 n 阶 对 称 和 矩阵 , 则 A 十 B,A 一 2B 也 是 对 称 
矩阵 . 

36, 对 于 任意 的 二 阶 和 矩阵 4, 证 明 ， 

(1) 4 十 47 是 对 称 矩 阵 ,4 一 47 是 反对 称 和 矩阵 ， 

(2) 4 可 表示 为 对 称 矩 阵 和 反对 称 矩 阵 之 和 ， 

37. 证 明 ; 若 A4 和 B 都 是 n 阶 对 称 矩 阵 , 则 AB 是 对 称 矩 阵 的 充 要 条 件 
是 4 与 B 可 交换 . 

38, 设 4 是 实 对 称 矩 阵 , 且 4? 二 0, 证 明 A=0. 

39. 已 知 4 是 一 个 n 阶 对 称 和 矩阵 ,B 是 一 个 n 阶 反对 称 和 矩阵 . 

(1) 问 A ,B* 是 否 为 对 称 或 反对 称 矩阵 ? 

(2) 证 明 : 4B 十 B4 是 一 个 反对 称 和 矩阵， 

40. 求 下 列 矩 阵 的 逆 和 矩阵， 


8 一 4 cos0 sing 
GD ( )， » ( )， 
一 5 3 一 Sin0 cosO 
J 2 2 让 
(3) |2 J = | (4) 1 0|; 
本 1 一 雹 “二流 
1 1:0 0 
4 本 
[WE 轴 
59 I 于 全 | 受 (6) 
dg 他 二 让 
1 天 
和 和 


41. 利用 逆 矩 阵 , 解 下 列 矩 阵 方程 : 


vl aj 


习题 补充 题 答案 97 


要 本。 一 和 
(2 禾 0|IX=|—1 0|; 
3 一 总 六 
, 
1 三 2 和 
(3) Alo 1 -( ): 
0 1 
| 


42. 利用 逆 和 矩阵 , 解 线性 方程 组 
十 my 十 到 一 1， 
| 2z: 十 2 一 ]1， 
ZI 一 Xs 一 2. 
43. 设 4,B,C 为 同 阶 方 阵 . 
(1) 问 A 满足 什么 条 件 时 ,命题 “车 4B 一 4C, 则 B 二 CC( 消 去 律 )” 成 立 ; 
(2) 问 : 若 B 关 C, 是 否 必 有 AB 了 AC? 
44. 设 A,B 都 是 n 阶 矩 阵 , 问 : 下 列 命题 是 否 成 立 ? 若 成 立 , 给 出 证 明 ， 
若 不 成 立 , 举 反例 说 明 . 
(1) 若 4, 四 皆 不 可 逆 , 则 4 十 召 也 不 可 逆 
(2) 若 AB 可 逆 ; 则 A,B 都 可 逆 
(3) 若 4 了 3 不 可 逆 , 则 4,B 都 不 可 逆 ， 
(4) 车 和 A 可 道 , 则 A 可 逆 (R 是 数 ). 
45. 设 方 阵 和 4 满 足 A? 一 A 一 2 二 0, 证 明 : 
(1) 4 和 TI 一 4 都 可 逆 , 并 求 它 们 的 逆 矩 阵 ， 
《2) 4 二 TI 和 4 一 2T 不 同时 可 逆 ， 
46. 设 方 阵 和 4 满足 方程 4? 一 24 十 4I 二 0, 证 明 : 4 二 [和 4 一 3 都 可 逆 ， 
并 求 它们 的 逆 和 矩阵 . 
47. 证 明 : 可 逆 的 对 称 矩 阵 的 逆 矩 阵 仍 是 对 称 矩 阵 . 
48. 试 求 上 (或 下 ) 三 角 和 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 ,并 证 明 : 可 道上 (或 下 ) 三 
角 和 矩阵 的 逆 矩 阵 也 是 上 (或 下 ) 三 角 和 矩阵 . 
用 初等 变换 法 求 49~53 题 的 矩阵 的 逆 : 


1 2 3 4 
1 2 2 
名 冯 I 2 
49. |2 | S0 
本“ 福 “= 
ee 1 
‘Es 
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1 其 寻 ' 呈 1 i We 
5 Ws 和 52. Ue 
i /各 ,本 0 0 1 a 
‘i 和 -为 六 
0 a 0 0 
0 0 a 0 
53. |:; ; ; “.。 ; |, 其 中 a 关 0,i=1,2,…,n. 
0 0 0 | 
六 > 省 和 0 
解 54 一 56 题 的 矩阵 方程 : 
si Se 下 
号 , 流 -和 
六 人 .一 人 
3 2 下- : 2 "| 
入 一 0 10 7 8 
,i 1 ”类 ' 壤 n 
站 注 有 1 人 1 妆 让 一 让 
6 | 本 和 关 ” 工 1|IX=|0 0 1 久 一 笋 
0 0 0 » 1 0 0 0 4» 1 


“57. 将 下 列 矩 阵 做 LU 分 解 ,其 中 工 为 主 对 角 元 为 1 的 下 三 角 甜 阵 ,U 
为 上 三 角 和 矩阵 : 


3 1 .00 
1 
2 0 
(1) |2 4 2|; (2) 5 
(| 
0 1 
0023 
58. 用 分 块 矩 阵 的 乘法 ,计算 下 列 矩 阵 的 乘积 : 
1 3000 和 
28000 一人 站 
(DA=|I0 010 1|, B=|1 0 10 1|, 
0 6 0 村 这 7 加- 黎 
O031 1 | 
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求 4B， 
员 鸭 1 [+ 由 痢 生 0 0 
基 混 一 1 0 0 020 00 
(2) 4 一 |31 0 0 0|, B=|003 00|， 
8 可 - 必 二 0 站 全 着 一 十 寺 
站 让 000 42 
求 4B. 


59. 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXs 和 矩阵 ,x 是 nX1 和 矩阵 ,证 明 : 4B 一 0 
的 充分 必要 条 件 是 B 的 每 一 列 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 . 
60. 设 C 是 nn 阶 可 逆 矩 阵 ,DD 是 3Xn 和 矩阵 , 且 
1 2 .:. nn 
D= |0 0 
0 0 


试用 分 块 乘法 , 求 一 个 nX (nz 十 3) 矩 阵 4, 使 得 4(0)=r. 


0B 
61. 设 4=(。 0 ) ,其中 B 是 阶 可 逆 失 阵 ,C 是 m 阶 可 逆 矩 阵 , 证 明 


A 可 道 , 并 求 4. 
62. 用 和 矩阵 分 块 的 方法 ,证 明 下 列 矩 阵 可 逆 , 并 求 其 逆 和 矩阵 ， 
12000 00044 
2 0 下 区 
人 183 0 io|s 62 hi We 
00010 01100 
6- 0 总, 00100 
0 a 0 0 号 全 -从 艺 
0 0 a 0 入 六 -入 
| 作 
0 0 0 Cn 00010 
a 0 0 … 0 00001 
"63. 设 A,B,C,D 都 是 阶 矩 阵 ,|4| 隆 0,AC 二 CA. 证 明 : 


100 第 2 章 人 盾 阵 


AB 
CD 


=|AD— CB|. 


0 BB 
* 64. 设 4= (< 站 ) ,其 中 B,C 分 别 为 二 阶 , 三 阶 可 逆 矩 阵 , 且 已 知 


了 BC- , 求 4-， 
“65. 将 区 阶 窃 阵 4 分 块 为 


光 。 1 
4=-( ,) 
其 中 4, 1 是 w 一 1 阶 可 道 扼 阵 ,如 果 4 可逆 , 且 已 知 4 , 试 求 4 (这 种 利 


用 4 求 4 的 方法 , 称 为 加 边 法 ). 
“66. 利用 65 题 加 边 法 的 结果 , 求 


12 3 4 
四 和 下 遍 
A=|2 1 -2|, B= ! 
11 1-—1 
2—2 1 
1 0 —2 一 6 
的 逆 和 矩阵. 
补充 题 


67. 设 A,B 均 为 4 阶 矩 阵 , 已 知 |4| 二 一 2,1B| 二 3, 计 算 : 

CD | 却 4 上 |， 1-ABT ;C3) 1 C48) (0 det[CAB)7] -1 
(5) | 一 34" |(4 "为 4 的 伴随 矩阵 )， 

68. 设 a 一 (1, 一 2,3)7,8 一 (一 1, 二 ,0) ,4=cpT, 求 am 


69. 设 A 为 4 阶 和 矩阵 ,已 知 |4| 二 a 关 0, 计 算 det(|A4* |A4). 

70. 设 A,B 均 为 n 阶 和 矩阵 ,I 为 n 阶 单位 矩阵 ,下 列 命题 哪些 成 立 ? 
(A) A=IS|A|=1; (B) ABz0GAz0 HB Bz0; 
(QO) 和 一 了 T, 则 A= 了 I 或 一 I; 

(D) (4+D(4—D=(4—D(A+D; 

(CE) 4B 可逆 会 4, 召 均 可 逆 ; (F) | 一 24 "如 | 一 一 214|| 了 |， 
71. 设 a 二 (a,b,0) ,B= 二 (zx;y;z) ,已 知 


习题 补充 题 答案 101 


求 a 8 

72. 设 a 二 (zyT2 9 971) TB 二 (yy Ya) ,已 知 a 人"B 一 3,B 二 ap ， 
A 一 I 一 B. 证 明 : 

(1) B* 二 34 1B(k 之 2 为 正 整数 )， 

(2) A 十 2I 或 4 一 I 不 可 逆 ; 

(3) 4 及 A 十 I 均 可 道 . 

73. 设 4 为 3 阶 和 矩阵 ,|4| 盖 0, 已 知 4* 一 diag(1, 一 1, 一 4), 且 ABA '= 
了 B4-1 十 3T, 求 B. 

74. 设 坏 阶 矩 阵 4 满足 : ATA 二 IT 和 |A| 二 0, 求 |4 十 |. 

75. 设 4 为 奇数 阶 可 逆 和 矩阵 , 且 4 一 4 ,|A| 二 1, 求 |I 一 A|. 

76. 设 4, 召 均 为 风 阶 矩阵 , 且 A 二 B', 问 : 4TCB 4 ' 十 D" 可 化 简 为 


下 列 哪 一 个 式 子 ? 
(A) A+TB; (B)B+HA';  (C) A'™B; 
(D) A+TA'; (E)A+TB';  (F) 447. 


77. 设 a 二 (1,0, 一 1)" ,为 正 整数 ,A 二 aa 7, 求 |kI 一 A"|. 
78. 已 知 4 阶 矩阵 4 满足 : (2I 一 C -1B)4ATI 一 C 1, 求 4, 其 中 


1 2 —3 一 2 和 
0 1 2 一 [ei 
B= ，C= E 
0 0 计 沟 (a 
(| 0001 
—1 1 0 1 10 
79. 设 B=| 0 0 2|, c=|0o 2 2|， 
全 让 骂 入 海 - 说 


且 4,B,C 满 足 : (I 一 C 1B)TCTA==I. 求 4, 4 一. 


80. 设 B 是 元 素 全 为 1 的 nn 阶 (n 宇 2) 和 矩阵 ,证 明 ，: 
(1) B* 一 涂 -1B(k 之 2 为 正 整数 ); (2) (I 一 B) 1 一 I 一 --B. 


全 


81. 设 A 为 3 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 主 对 角 元 全 为 0,B 二 diag(0,1,2), 求 使 
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AB 十 I 为 可 逆 和 矩阵 的 条 件 . 

82. 已 知 P,A 均 为 n 阶 和 矩阵 , 且 P 'AP 一 diag(1,1,…,1,0,…,0)( 有 7 
个 了 D, 试 计算 14 十 21|. 

83. 设 A 为 n 阶 (n 宇 2) 可 北 和 矩阵, 证 明 : 

C1) CA = (2) (47) =(A*)T™S 

(3) (kA)* 二 k"-1A* (为 非 零 常数 ). 

84. 计算 下 列 矩阵 的 寡 : 


站 二 和 各 
1 1 
0a 10 
Cl) 9 4. 1| 5 XO 
+: 
0 0 1 
在 和 和 


85. 证 明 : 与 任意 的 阶 矩 阵 可 交换 的 矩阵 必 是 n 阶 数量 矩阵 . 
86. 7 阶 矩 阵 4 一 (oo ?的 主 对 角 元 之 和 称 为 矩阵 4 的 迹 , 记 作 tr(4)， 即 


a 
证 明 : 车 和 4 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nxXm 和 矩阵 , 则 
tr(AB) = tr(BA). 
87. 证 明 : 对 于 任意 的 两 个 nn 阶 和 矩阵 4 和 B, 都 有 4B 一 B4 天 五. 
88. 若 阶 矩阵 4 存在 正 整数 ,使 得 A4* 二 0, 就 称 4 为 寡 零 矩阵 ， 
设 寡 零 抢 阵 4 满足 A* 二 0(% 为 正 整数 ), 试 证 明 : I 一 A 可逆 ,并 求 其 道 
矩阵 . 


i 
0 al 0 
89. 设 4 一 从 ji 了 (Zz) 二 (zx 一 0)". 试 求 f(4), 当 7C4) 可 逆 
0 0 a 
时 , 求 其 逆 矩 阵 . 
90. 设 
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此 二 二 
E(CZz) = 区 上 
试 求 : F(C4) ,g(C4). 
91. 证 明 : 主 对 角 元 全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 的 逆 矩 阵 也 是 主 对 角 元 
全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 . 
92. 证 明 : nn 阶 反 对 称 和 矩阵 可 逆 的 必要 条 件 是 为 偶数 ,举例 说 明 ”为 


偶数 不 是 阶 反对 称 矩 阵 可 逆 的 充分 条 件 . 
AB 
93. 设 P=(% C) ,4,C 均 为 可 逆 矩 阵 , 证 明王 可 逆 , 并 求 P71. 


94. 证 明 : nn 阶 可 逆 下 三 角 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 也 是 下 三 角 和 矩阵 . 

95. 证 明 : 阶 矩 阵 4 的 任意 多 项 式 f(A4) 与 g(4) 可 交换 . 

96. 证 明 : 车 nn 阶 矩阵 A 与 B 可 交换 , 则 4 与 B 的 任意 多 项 式 (4) 与 
g(B) 也 可 交换 . 


答案 
1 (1,2,2,1)， 2. (一 8,6 十 3,2k 十 6,k) ,是 任意 常数 ， 
3. 无 解 4. (0, 二 k， 加 kk) ,是 任意 常数 


$5. Pp 二 1 时 有 无 穷 多 解 : (1 一 一 ks ,hh ,ks), 其 中 ,ks 是 任意 常数 ， 


十 2 
2 一 一 2 时 无 解 ;2 关 1 且 p 尖 一 2 时 有 唯一 解 ，( 一 2 和 ,十 51 2 六) 


6. 2 尖 2 时 有 唯一 解 ， ( 呈 汪 (1 二 4 多 ) 2 多 9) p=2, 


4 基 2 时 无 解 1p 一 2 且 4 一 2 时 有 无 穷 多 解 : (0, 廊 一 2k,k, 广 ) ,是 任意 
常数 . 

7. 548,653,758,863 ,968. 

8. (0,25,75),(4,18,78),(8,11,81),(12,4,84) 等 . 


= a 了 一作 
人 


21. A’=L,A’= ( 
4 J 
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cosng sinng 六 
23. ( ) ， 
一 9 9 一 sin 亚 cos 亚 
2 2 


24. 4,B 可 交换 时 成 立 , 一 般 情况 不 成 立 . 
26. ( J 其 中 a,6,c 满足 关系 a? 十 bc 二 0. 
—— 


27. 人 “ ) ,006 为 任意 常数 


0 
a 0 0 

28. |0 ¢ 26 | ，a,byc 为 任意 常数 . 
mt 


38. 由 A? 的 对 角 元 > auau 二 0(i 二 1,2,…,n) 及 AT 二 A, 即 可 得 证 


> 
| 
己 


39. 4 仍 是 对 称 和 矩阵 ,如 当 为 偶数 时 为 对 称 和 矩阵 ,& 为 奇数 时 为 反 
对 称 矩 阵 . 


4 一 4 一 2 
COS: 一 Sn 
40. CD ( 人 )， WHE- 5 1 
Sln CO8S 
9 ? 一 沪 A 
> =] 
0 出 “一 水 小 
(6) 
| 
0 0 0 1 
1 本， 3 
41. (2) 二 —1|， ‘3 ( ): 
6 0 1 —2 
a 


二 = S 
42. re 3，4) 


43. (1) |4| 天 0 (2) 否 . 
44. (1) 不 成 立 ; (2) 成 立 ; (3) 不 成 立 ; (4) & 关 0 时 成 立 ,k 二 0 时 不 
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45. 4 一 于 (4 一 DG 一 人 一 一 一 到 4. 


46，(4TD 一 一 一 于 (4 一 3D (4 一 3D 一 一 一 地 C4+D， 


47. 利用 运算 性 质 和 47 一 4, 证 明 (4-)7T 一 4-1. 
48. 证 明 伴随 矩阵 为 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 . 


0 全 车 I “sg 0 0 
0 | 
0 -1 10 站 
0 nt 0 0 0 1 
D 0 me 
l/a 0 “ 0 0 
s3, | 0 Ua 0 0 |. 
We i os 0 


i 
54. ( ). 
2 3 


二 1 
站 一 烧 ” 淹 
六 1 
区 
-i i 一 于 
0 0 1 
1 着 对 
oi | | 和 | 
1 3 
0 训 1lo 。 卫 
1 Hm 1 WW 
2 7 
1 0 0 1 0 
(2) js 
0 了 站 0 0 0 了 y 
0 起 伸 六 让 “二 -如 


15 15 
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-六 0 0 0 
18 70 0 0 0 
S58, (1) 寻 3 4 六 党 | 汪 
6 本 4 
5 4 8 4 6 
1 0 4 0 0 
和 二 洁 0 0 
大 3 0 0 
0 0 0 名 一 次 
0 0 时 


59. 将 B 按 列 分 块 为 B==(b ,b,,…,b,). 


60. 4 一 (C ,了 B) ,其 中 B 是 第 一 列 元 素 全 为 零 , 其 余 元 素 为 任意 的 nX 


s 和 矩阵 . 
61. A = 人 i 了 
B- 0 
0 0 0 0 1/an 
1/a 0 0 0 0 
62. (3) 0 l/las 0 » 0 | 
0 0 0 jfai 
ld 0 1 
区， 我 县 ， 帮 Sl 2 
(4) | 0 0 1 0 0 
0 0 0 | 0 
0 0 0 0 1 


63. 对 对 应 分 块 矩阵 做 初等 行 变换 . 第 一 行 左 乘 一 C4“ 加 到 第 二 行 . 
一 C-1DB-: 

64. ( i ): 
ACT 二 5w ic4A 1) 一 ADw 1 

os. ( be 


了 ;其 中 mw 一 a 一 cAs11b. 
— w 
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67. 


68. 


J 


72. 


1 日 , 1 和 1 日 4 3 
0) 一 区 (2) —63 (3) 一 十? (4) 一 古 ? (5) (—3)* (—2)?. 
0. 69. |A"|:|Al=a®. 70. (D),(E). 
2 
一 7, 因 为 ap 人 = > [aeT8]: = 一 2 十 (一 2) 十 (一 3). 
i=1 


(1) 二 a (Ba)pB "一 3B, 由 归纳 法 得 ;(2) 因为 4? 一 I 一 2B 十 B?， 


所 以 和 十 4 一 2I 二 (4 十 2D (4 一 = 二 0, 从 而 |4 十 2IT|= 二 0 或 |4 一 I| = 二 0; 
(3) 由 A(4 十 DD==I 得 |A| 关 0,|1A 十 IT| 冯 0. 


= 
73. |4| =2,B 一 3(4 一 -14 一 3(4-1(4 一 D)-1 一 3 (I 一 寺 4* ) 一 
diag(6,2,1). 
74. 14 十 于 一 |IHAT|114| ,14| 王 一 1,14 十 了 一 147 十 了 ,所 以 14 十 一 0. 
75. |I1 一 A|=|AT 一 T1141=( 一 "|I 一 A| ,所 以 |I 一 A|=0. 
76. (B). 77. 利用 A" 二 2” 2 4, 得 |AT 一 如 | 一 如 (一 2"). 


80. 


81. 


DD 0 
-2 1 00 
78. 4 一 ((2C 一 B)T) 一 一 
1 -2 10 
0 1 -2 1 
1 
丈 0 0 
79. 4 一 [(C 一 B)T] :一 1 0|,4 = 一 (C 一 B) 一 diag(2,2,1)， 
2 
0 0 1 
(1) 利用 B= 二 a Ta ,其 中 a 二 (1,1,…,1); 
1 A 
(2) (I 一 B) (I 一 二 TB) 一 工 
14B- 于 一 1 一 2 故地 oo 地 汪 ， 


82. P 1 (4 十 2DP 王 P 'AP 十 2I 二 diag(3,…,3,2,…,2), 两 边 取 行列 
式 , 得 |4 十 27| = 二 3 。2”, 


83. 利用 A4* = 二 |A4|A ',(1) (4 ')*==|4 '|A=(A") !; (2) (AT)” 


[41 (AT) 1=(|A|IA') T= (A")T; (3) (ER4A) 一 所 |141(CR4A) 一 
kr 1|AlA !'!=k" 1A*. 


108 第 2 章 人 盾 阵 


1 n ee 
84. (1) 0 1 
0 0 二 
Wr" Ga Gar™ Qa 
0 a” Gar Raa? 
(2) g 
0 0 和 Cas 
0 0 0 a” 


85. 设 4 一 (ai),(1) 取 Ei 一 diag(0,…,0,1,0,…,0), 由 EA 一 AE;; (一 
1,2,…,n) 得 证 oj = 二 0(i 关 j,iyj 二 1,2,…,)，(2) 再 证 an 一 az 一 … 一 cov， 
87. 证 明 4B 一 4B 的 主 对 角 元 之 和 等 于 零 . 
88. 利用 (I 一 4) (GTA 十 4 十 … 十 4 和 2 十 4 1) 二 I 一 A 二 I, 可知 I 一 A 
可 道 ,并 得 其 着 矩阵 (TI 一 人) 一 一 4 十 4 十 … 十 4 十 工 
2 


89. 0 ta Ola GD 

0 0 (a—* Ci(a—D)"-! 

0 0 0 i 
LD OR oD [— 0 TO 
0 —Cil(a—) LO 
0 0 1 = 
0 0 0 

《Q 一 DO" 
二 一 全 0 0 
90. AGO-( 1 ,) sw=( 5 


91. 对 矩阵 的 阶 数 作 数 学 归纳 法 ,并 用 分 块 的 方法 证 明 结 论 对 半 阶 矩 


0 1 0 0 
= 1 0 A A BO 
92. 例如 5 93 ( ) 
上 1 0 0 0 | S40 
0 0 0 0 


94. 证 法 同 91. 


Oe 


这 一 章 的 中 心 问 题 是 讨论 线性 方程 组 的 解 的 基本 理论 ,也 就 
是 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 和 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 
条 件 以 及 它们 的 解 的 结构 . 前 一 章 介绍 的 高 斯 消 元 法 虽然 提供 了 
求解 线性 方程 组 的 一 种 基本 方法 ,但 是 它 并 没有 告诉 我 们 线性 方 
程 组 4x 一 的 增 广 矩 阵 (A4,5) 满 足 什么 条 件 时 ,由 消 元 步 又 将 
(4,5) 化 成 的 阶梯 形 矩 阵 (C,d) 中 的 & + 必定 等 于 零 ( 即 线性 方程 
组 有 解 ). 此 外 ,采用 不 同 的 消 元 步骤 所 得 到 的 阶梯 形 和 矩阵 的 非 零 
行 的 行 数 是 否 唯一 确定 ( 即 自由 未 知 量 的 个 数 是 否 唯 一 确定 )? 求 
解 时 ,自由 未 知 量 可 以 有 不 同 的 选择 ,那么 对 不 同 自由 未 知 量 求 得 
的 全 部 解 的 集合 是 否 相等 ? 为 了 探讨 这 些 问 题 ,并 给 出 明确 的 结 
论 ,需要 引入 nn 维 向 量 的 概念 ,定义 它 的 线性 运算 ,研究 向 量 的 线 
性 相关 性 ,进而 引出 矩阵 的 秩 的 概念 . 本 章 概 念 密集 ,难点 较 多 , 读 
者 要 仔细 领会 ,深入 钻研 ,学 好 上 一 章 和 这 一 章 将 为 学 好 线性 代数 
打下 坚实 的 基础 . 


3.1 nn 维 向 量 及 其 线性 相关 性 


在 空间 解析 几何 学 中 ,我们 利用 向 量 工具 讨论 过 三 元 齐 次 线 
性 方程 组 
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azl 十 aizZs 十 a13X3 一 0， 
格 十 azzxz 十 azsx3 一 0， (3.1) 
QsiX1 十 aszsXs 十 assZa 一 0 
的 解 的 几何 解释 . 记 三 个 方程 的 系数 向 量 ( 即 平面 的 法 向 量 ) 为 
ai 一 aaz 十 az 十 as (i=1,2,3), 
或 简 记 为 
ai 一 (aayazyaa) (i= 1,2,3). 
线性 方程 组 (3.1) 的 任 一 个 解 记 作 向 量 形式 
x= Xi 二 zj 二 zxsk 或 x = (zi ,zi ,x3). 
那么 ,线性 方程 组 的 解 向 量 x 与 cl ,az ,as 都 垂直 ( 因 点 积 为 0). 因 
此 ,(i) 如 果 a1 ,az ,as 不 共 面 ,只 有 零 向 量 与 三 者 都 垂直 , 即 线性 方 
程 组 (3. 1) 只 有 零 解 ;(iD 如 果 a ,az ,as 共 面 ,但 不 共 线 , 则 与 该 平 
面 垂直 的 向 量 都 是 (3. 1) 的 解 向 量 , 故 (3.1) 有 无 穷 多 个 彼此 平行 
的 解 向 量 ; (i) 如果 ai ,a ,as 共 线 , 则 过 原点 且 与 该 直线 垂直 的 平 
面 上 的 全 体 向 量 都 是 (3. 1) 的 解 向 量 ,这 时 任 一 解 向 量 可 表示 为 
x = kx 二 kx ， 

其 中 x 和 x 是 线性 方程 组 (3.1) 的 菜 两 个 不 共 线 的 非 零 解 向 
量 ,k1 ,ks 为 任意 常数 . 

对 于 元 线性 方程 组 Ax 一 5, 如 果 把 系数 矩阵 和 增 广 矩 阵 的 
每 一 行 也 看 做 一 个 向 量 ,并 像 三 维 几 何 向 量 那样 定义 它 的 加 法 运 
算 和 数 乘 向 量 的 运算 ,那么 线性 方程 组 的 解 的 情况 也 取决 于 4 和 
(4,b) 的 所 有 各 行 的 向 量 在 加 法 和 数 乘 运算 下 的 相互 关系 . 

现在 ,我 们 先 引 入 n 维 向 量 的 概念 ,定义 它 的 线性 运算 ,并 讨 
论 向 量 的 线性 相关 性 

定义 3.1 数 域 下 上 的 ?个 数 al ,as ,ax 构成 的 有 序数 组 ， 
称 为 数 域 站 上 的 一 个 元 向 量 ( 以 后 常 称 维 向 量 ), 记 作 


a& 一 (alyaz，… as)， 《3 27 
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其 中 a; 称 为 c 的 第 i 个 分 量 . 
向 量 写作 (3.2) 的 形式 , 称 为 行 向 量 ; 向 量 写 作 列 的 形式 (也 用 
矩阵 的 转 置 记号 表示 》 
a = (a1ya29°" ,an)T (3. 3) 
称 为 列 向 量 ((3. 2) , (3. 3) 式 的 圆 括号 也 可 用 方 括号 ). 
数 域 下 上 全 体 n 元 向 量 组 成 的 集合 , 记 作 FF. 
定义 3.2 设 a 二 (aiyasy"*,as),B= (bi,b,",b,)EF’, 
kEF, 定 义 : 
(i) ae 一 8 , 当 且 仅 当 a 二 6.(i 二 1,*… ,7); 
(ii) 向 量 加 法 (或 a 与 8 之 和 ) 为 
a 二 B= (Cab ,a Tb ,a b,); 
Qiii) 向 量 的 数量 乘法 (简称 数 乘 ) 为 
ka = (kai ,kas,* ,ka,), 
ka 称 为 向 量 a 与 数 & 的 数量 乘积 . 
在 定义 3.2 的 (iii) 中 , 取 == 一 1, 得 
(Da= (~—a,—a,",—a,). (3. 4) 
(3. 4) 式 右 端 的 向 量 称 为 c 的 负 向 量 , 记 作 一 c .向 量 的 减法 定义 为 
8 一 xc 一 有 8 十 (一 wa ). 
分 量 全 为 零 的 n 维 向 量 (0,0,…,0) 称 为 n 维 零 向 量 , 记 作 90， 
或 简 记 0. 
上 述 在 严 中 定义 的 向 量 加 法 和 数 乘 运算 称 为 向 量 的 线性 运 
算 . 设 a,B8 ,7Y EF",1,k,LEF, 用 定义 容易 验证 它们 满足 下 列 8 条 
运算 规则 ， 
(1) a 十 8 二 B 十 a (加 法 交换 律 ); 
(2) (a 十 B) 十 7 二 a 十 (8 十 Y) (加 法 结合 律 ); 
(3) 对 任 一 个 向 量 a ,有 a 十 0, 二 a ; 
(4) 对 任 一 个 向 量 a ,存在 负 向 量 一 a ,使 a 十 (一 a ) 二 0,; 
(5) la =—a; 
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(6) k(la ) 一 (kl)a ( 数 乘 结合 律 ); 

(7) kla 十 B ) 一 ka 十 kB ( 数 乘 分 配 律 ); 

(8) (十 Da 二 ka 十 La( 数 乘 分 配 律 ). 

除了 上 述 8 条 运算 规则 ,显然 还 有 以 下 性 质 : 

(1) 0 a 一 0,,k0, 一 0.( 其 中 0 为 数 零 ,k 为 任意 数 ); 

(2) 若 ka 一 0., 则 或 者 & 一 0, 或 者 c 一 0,; 

(3) 向 量 方程 c 十 x 一 8 有 唯一 解 x 一 8 一 a. 

定义 3.3 数 域 玉 上 的 全 体 n 元 向 量 ,在 其 中 定义 了 上 述 向 
量 的 加 法 和 数 乘 运 算 , 就 称 之 为 数 域 政 上 的 维 向 量 空间 , 仍 记 
作 疡 .当下 二 RR (实数 域 ) 时 ,叫做 维 实 向 量 空间 , 记 作 R*. 

定义 3.4 设 a;€E 8,k;EF( 数 域 )(i 二 1,2,…,m), 则 向 量 


Dpa, = ki a 二 Tkz as 十 … 十 Roncn 
称 为 向 量 组 ci ,az,…,av 在 数 域 F 上 的 一 个 线性 组 合 . 如 果 记 
8= 六 局 a ,就 说 8 可 由 ci va ,wan 线性 表示 (或 线性 表 出 ). 


向 量 的 线性 相关 性 是 向 量 在 线性 运算 下 的 一 种 性 质 , 它 是 线 
性 代数 中 极 重要 的 基本 概念 . 为 了 更 好 地 理解 这 个 概念 ,我 们 先 讲 
一 下 它 在 三 维 实 向 量 中 的 某 些 几何 背景 ,然后 给 以 一 般 定义 . 

若 三 个 非 零 向 量 wm ,as ,as 共 面 , 则 其 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 
另 两 个 向 量 线性 表示 ,如 图 3.1 中 :as 一 Dai 十 2 az ;图 3.2 中: 
a 一 0 az 十 ls as ,二 者 都 等 价 于 :存在 不 全 为 0 的 数 已, ,使 
ki a 十 kz a 十 ks as 一 03; 若 yasyas 不 共 面 (如 图 3.3), 则 任 一 个 
向 量 都 不 能 由 另 两 个 向 量 线性 表示 , 即 只 有 当 忆 ,As ys 全 为 0 
时 , 才 有 ki a 十 ks Qs 十 ks as 一 0:. 

上 述 三 维 向 量 在 线性 运算 下 的 性 质 ( 即 一 组 向 量 中 是 否 存在 
一 个 向 量 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ,或 是 否 有 不 全 为 0 的 系数 使 向 
量 的 线性 组 合 为 零 向 量 ) ,就 是 向 量 的 线性 相关 性 . 
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区 0 


图 3.2 图 3.3 


定义 3.5 如果 对 m 个 向 量 ai ,as ,…,am€ 8F", 有 m 个 不 全 为 
零 的 数 Ri Rs ,RE 下， 使 
kiai 十 Razas 十 … 十 Raoan 一 0， 《5 5 
成 立 , 则 称 a ,as ，…，an 线性 相关 ;否则 , 称 ,as ，…aw 线性 无 关 . 
读者 要 注意 定义 中 “否则 ”一 词 的 含义 ,这 里 是 指 :“ 没 有 不 全 
为 零 的 数 & ,ks,…,k, 使 (3.5) 式 成 立 ”, 也 就 是 “只 有 当 ， 
ks，…,k 全 为 零 时 , 才 使 (3.5) 成 立 ”, 即 “ 若 (3.5) 成 立 , 则 已， 
局 Rn 必须 全 为 零 ” 
以 后 ,0, 常 简写 成 0, 注意 不 要 把 0 向 量 与 数 0 混淆 . 
定理 3.1 向 量 组 wa ,as,…,a,(m 宇 2) 线 性 相关 的 充分 必要 
条 件 是 wa ,a; ,… ,a 中 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 mm 一 1 个 向 量 线 
性 表示 . 
证 设 a ,as，… ,a 线性 相关 , 则 存在 m 个 不 全 为 0 的 数 色 ， 
ks ，,，… ,, ,使 
Ai ai 十 Rs as 十 … 十 Ronan 一 10. 
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不 妨 设 & 隆 0, 于 是 由 向 量 的 线性 运算 规则 得 
ks ks Rk 
Ql ja Q2 局 Qs pp 至 Qnm. 
必要 性 得 证 . 再 证 充分 性 ,不妨 设 ci 可 用 az ,a ;,… ,an 线性 表示 ， 
即 


al 一 az 十 jos 十 … 十 /oavn， 
于 是 有 


lu 一 la 一 /os 一 … 一 /an 一 0， 

显然 1, 一 4z ,一 /3 ,… ,一 l 不 全 为 0, 故 a ,as ,… ,a 线性 相关 . 国 

定理 3.1 的 等 价 命题 ( 逆 否 命题 ) 是 ;向量 组 @i ,Qs，*…, an 
(m 之 2) 线 性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 其 中 任 一 个 向 量 都 不 能 由 其 
余 向 量 线性 表示 . 

例 1 设 nn 维 向 量 e; 一 (0,…,0,1,0,…,0), 即 第 i 个 分 量 为 
1, 其 余 分 量 为 0, 则 el ,ee ,… ,e, 是 线性 无 关 的 . 

证 设 存在 n 个 数 有 ,Rs ,Rk, 使 


Ai el 十 Ra es 十 … 十 Pen 一 0， 


即 
(Ri Ra ,Rk,) 一 0， 
则 必须 二 8 二 … 二 ,二 0, 故 el ,ez ，…,e ,线性 无 关 . 国 
以 后 ,我 们 把 e yes ,…,e, 称 为 基本 向 量 . 因为 Fr* 中 任 一 个 向 
量 & 一 (ayaz，…ans) 都 可 由 el ,ez ，… ,es 线性 表示 , 即 
a 一 aiel 十 az es 十 … 十 anen。 
例 2 包含 零 向 量 的 向 量 组 是 线性 相关 的 . 
证 设 向 量 组 gi ,es ,…，,a"( 其 中 心 一 0), 于 是 存在 不 全 为 零 
的 数 1,0,…,0, 使 
laT0Og 二 +… 十 0@, 二 0， 
故 m ,az ，,… ,am 线性 相关 . 
根据 定义 3. 5, 读 者 不 难 证 明 :单个 向 量 a 线性 相关 (无 关 ) , 当 
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且 仅 当 a 为 零 向 量 ( 非 零 向 量 ). 

例 3 如 果 向 量 组 a ,az ,… ,a 中 有 一 部 分 向 量 线性 相关 , 则 
整个 向 量 组 也 线性 相关 . 

证 不 妨 设 ai ,as,…,aj(j 一 m) 线 性 相关 ,于 是 有 不 全 为 零 的 
数 ,ks,…,k; 使 

Ra al 十 Ra az 十 … 十 Aiai 一 0. 
从 而 有 不 全 为 零 的 数 民有 2 ,Rk; ,0,…,0 使 
有 io 十 有 0 十 …… 十 lai 十 Oo 十 …… 十 0as 一 0， 

故 ai ,az，…,avw 也 线性 相关 . 

与 例 3 等 价 的 命题 ( 即 逆 否 命题 ) 是 :如 果 a ,as,… ,a "线性 无 
关 , 则 其 任 一 部 分 向 量 组 也 线性 无 关 . 

总 之 ,向 量 组 部 分 线性 相关 , 则 整体 也 线性 相关 ;整体 线性 无 
关 , 则 任 一 部 分 都 线性 无 关 . 

需要 注意 ,定理 3. 1 不 能 理解 为 :线性 相关 的 向 量 组 中 ,每 一 
个 向 量 都 能 由 其 余 向 量 线性 表示 . 例如 ,wm 一 (0,1),w 一 (0, 一 2)， 
os 一 (1,1) 是 线性 相关 的 (因为 其 中 ,as 线性 相关 ) ,但 as 不 能 由 
Q1yQ2 线性 表示 , 即 对 于 任意 的 k1 ,kz ,都 有 as 关 1 al 十 Rs as2， 

如 果 两 个 非 零 向 量 a 一 (aa ,as) ,B 二 (51，…,b,) 线 性 相关 ， 
则 必 有 全 不 为 零 的 数 & ,k。 ,使 

kiat+k,B= 0. 

从 而 a 二 kB , 即 a 二 kb;(i 王 1,…,n), 即 a 与 8 的 n 个 分 量 成 比例 . 

定理 3.2 设 a ,a;,…,a,;E 78, 其 中 


下 
oa = (a sds syCa) ， 
Ws = (alz 9Q22 1022 ) 工 ， 
本 二 


则 向 量 组 ai ,as,，… ,a, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 齐 次 线性 方 
程 组 
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4xr 一 0 (3.6) 
有 非 零 解 ,其 中 
Ql1 Qa1z al 2 
Q21 Q322 Q2 Be 
和 = (gg "sa,) 一 二 二 川 齐 “ 汪 一 
Qn dn “Wr Tr 
证 设 
Ti 十 Xz az 十 … 十 Zrar 二 0,， C3; 77 
即 
all Q12 Ql 0 
as a Q2r 0 
zl | +z | 上 +…+z = |. (3.8) 
Qnl dnz i 0 


将 (3. 8) 式 左 端 作 线 性 运算 ,再 与 其 右 端 相 等 , 即 得 线性 方程 组 
(3. 6). 因此 ,如 果 ai ,az ,… ,a, 线性 相关 ,就 必 有 不 全 为 零 的 数 zl ， 
Zs," ,ZX; 使 (3.7) 式 成 立 , 即 齐 次 线性 方程 组 (3.6) 有 非 零 解 ; 反 
之 ,如 果 线 性 方程 组 (3. 6) 有 非 零 解 ,也 就 是 有 不 全 为 零 的 数 zx， 
2Z2 和 2r 使 (3.7) 式 成 立 , 则 a ,az ,… ,a, 线性 相关 . 定理 得 证 ， 国 

定理 3. 2 的 等 价 命题 是 : ai ,az ，… ,a, 线性 无 关 的 充分 必要 条 
件 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 6) 只 有 零 解 . 

在 定理 3.2 中 ,如 果 nn 二 r, 由 高 斯 消 元 法 可 知 ,线性 方程 组 
(3. 6) 求 解 时 必 有 自由 未 知 量 , 即 必 有 非 零 解 . 因此 ,任何 ?十 1 个 
n 维 向 量 都 是 线性 相关 的 .所 以 在 及 * 中 ,任何 一 组 线性 无 关 的 向 
量 最 多 只 能 含 ” 个 向 量 . 

定理 3.3 若 向 量 组 wa ,as ,… ,a, 线 性 无 关 , 而 8 ,aa ,az，…，a 
线性 相关 , 则 8 可 由 ci ,w ,…,ar 线性 表示 , 且 表示 法 唯一 . 

证 ”因为 8 ,a ,a;,…,a, 线性 相关 ,所 以 存在 不 全 为 零 的 数 
有 ,Ri ,Rs 使 得 
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kB 二 ki Qa 二 ks Qs 十 … 十 ka, 二 0， (3.9) 
其 中 四 入 0( 如 果 & 一 0, 则 由 a ,as ,… ,a 线性 无 关 又 得 &1 ,ks ,… ,k， 
必须 全 为 零 , 这 与 ,ki ,ks,…,k, 不 全 为 零 矛 盾 ) ,于 是 有 可 由 al， 
oa ,ya 线性 表示 为 


再 证 表示 法 唯一 , 设 有 两 种 表示 法 : 
B= oa 十 las 十 … 十 ar， 
=hi qh es 二 二 hha, 
于 是 


(aa 一 让) aa 十 (一 js) ot 二 (lh,)a,= 0. 
由 于 aa ,az ，…，ar 线性 无 关 , 所 以 必 有 
li—hi=0,BWBL=h, i= 1,%,r, 
故 B 由 qi ,as ，… ,a; 线性 表示 的 表示 法 唯一 . 图 
由 定理 3.2 和 定理 3.3, 立 即 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 。 如果" 中 的 nt 个 向 量 ai ,as,… ,a 线性 无 关 , 则 严 中 
的 任 一 向 量 a 可 由 ai ,as ,… ,an 线性 表示 , 且 表 示 法 唯一 . 
例 4 设 a1 二 (1, 一 1,1),as 二 (1,2,0),as 二 (1,0,3),a 一 
C25— 8357 
问 ， (1) a ,az ,as 是 否 线性 相关 ? (2) us: 可 和 否 由 alias yas 线 
性 表示 ? 如 能 表示 求 其 表示 式 . 
解 (1) 根据 定理 3. 2 ,将 w »Q2 ,03 设 为 列 向 量 , 作 和 拖 阵 
于 过 
一 外 2 从 
1 0 3 
由 |41 一 7, 得 4 可 道 , 从 而 得 方程 组 Ax 一 0 只 有 零 解 , 故 aa ,az， 
Qs3 线性 无 关 . 
(2) 根据 推论 ,a 可 由 wo ?CQ2 ,03 线性 表示 , 且 表 示 法 唯一 . 设 


4 一 (aiyof ,ai ) 一 
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1 Ql 二 Q2 十 zs as 一 Q4，y 


即 2z1(1, 一 1,1) 十 zz(1,2,0) 十 zs(1,0,3) 一 (2, 一 3,7). 


于 是 得 
1 1 1 lm 2 
上 
1 Gy ls 7 


即 Ax 二 at , 解 此 方程 组 得 唯一 解 : 志 一 1,z: 一 一 1,zs 一 2, 故 
a 一 aa 一 as 十 2as， 
例 5 设 向 量 组 w ,az ,as 线性 无 关 , 又 B， 一 o 十 os 十 2 a;,pB:= 
一 Qs ,Bs 二 a 十 @s ,证 明 B1 ,8: ,Bs 线性 相关 . 
证 思路 是 ,由 zi Bi 十 zs B: 十 zs B:=0 推出 zi ,zz ,zs 不 全 
设 


XT1 


(af az ,a3 ) Xz 


Xs 


Xi1 Piz Bt zp: = 0, (3.10) 
即 
Ti(@ 十 @ 十 2 @3) 十 Zz(a1—@) 二 zs (a 二 a3) =0, 
(zl 十 zs 十 Za) Qi 十 (Xi 一 xX) as 十 (2zl 十 za) as 一 0. 
由 于 ai ,az ,as 线性 无 关 , 上 式 系数 必须 全 为 零 , 于 是 得 


十 zz 十 zs 一 0， 


RE 一 0， 


2 ws 一 0. 

容易 解 得 此 方程 组 有 非 零 解 (一 1, 一 1,2). 因此 ,有 不 全 为 零 的 
21522y23 使 (3.10) 式 成 立 , 故 Bi ,PBs ,Bs 线性 相关 . 国 
利用 定理 3. 2 的 结论 容易 证 明 :如 果 一 组 维 向 量 ai ,az，…， 
a; 线性 无 关 , 那 么 把 这 些 向 量 各 任意 添加 mm 个 分 量 所 得 到 的 新 向 
量 (n 十 m 维 ) 组 gi ,a? ,…,a; 也 是 线性 无 关 的 ;如 果 aa ,as ，…，as 
线性 相关 ,那么 它们 各 去 掉 相 同 的 若干 个 分 量 所 得 到 的 新 向 量 组 
也 是 线性 相关 的 .事实 上 ,对 于 
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A= (ga sa), B= (a ,oz ay )， 
其 中 ai ,a ，…,a; 是 分 别 在 qi ,as ,…,a; 后 面 任 加 xm 个 分 量 . 如 
果 a ,as ,… ,a; 线性 无 关 , 即 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 只 有 零 解 , 则 
Bx 一 0 显然 也 只 有 零 解 ( 即 a? ,oz ，… ,a; 也 线性 无 关 ); 反 之 ,如 
果 a? ,a? ,… ,a 线性 相关 , 即 Bx 一 0 有 非 零 解 , 则 4x 一 0 也 有 非 
零 解 ( 即 w ,as ,… ,a; 也 线性 相关 ). 
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这 一 节 , 我 们 利用 向 量 的 线性 相关 性 的 概念 ,来 定义 “向 量 组 
的 秩 ”, 并 讨论 一 个 向 量 组 中 线性 无 关 的 向 量 最 多 有 多 少 个 . 

向 量 组 的 秩 也 是 一 个 重要 的 概念 , 先 看 一 个 例子 . 

在 了 Rs 中 ,给 定 4 个 共 面 的 向 量 cl ,az ,as ,as (如 图 3.4 所 示 )， 
它们 显然 是 线性 相关 的 ,但 它们 中 存在 两 个 线性 无 关 的 向 量 ,而且 
任 一 个 向 量 都 可 由 这 两 个 线性 无 
关 的 向 量 线性 表示 (例如 : qi ,as 
线性 无 关 ,as 和 as 可 由 ck 和 ws 线 
性 表示 ). 此 外 它们 中 任意 3 个 向 
量 是 线性 相关 的 , 即 它 们 中 任 一 
个 线性 无 关 的 部 分 组 最 多 只 含 
“2? 个 向 量 , 数 “2? 就 叫做 这 个 向 人 
量 组 的 秩 . 下面 正式 给 出 向 量 组 的 秩 的 定义 . 

定义 3.6 如果 向 量 组 a ,az ,… ,as 中 存在 ” 个 线性 无 关 的 向 
量 , 且 其 中 任 一 个 向 量 可 由 这 ~ 个 线性 无 关 的 向 量 线性 表示 , 则 数 
r 称 为 向 量 组 的 秩 , 记 作 秩 {&i ,az ，… ,a) 二 7. 

显然 ,如 果 ai ,as ,… ,a 线性 无 关 , 则 秩 {ai ,as,…,as}) 二 s; 只 
含 零 向 量 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 


Ta 
a 一 所 op 
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秩 为 > 的 向 量 组 中 ,任意 > 十 1 个 向 量 都 是 线性 相关 的 . 为 了 
证 明 这 个 结论 和 令 述 方便 ,再 给 一 个 定义 并 证 明 一 个 定理 . 

定义 3.7 如 果 向 量 组 B1,p;,…,B, 中 每 个 向 量 可 由 向 量 组 
aiya yas 线性 表示 ,就 称 前 一 个 向 量 组 可 由 后 一 个 向 量 组 线性 
表示 . 如 果 两 个 向 量 组 可 以 互相 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 是 等 
价 的 . 

定理 3.4 如 果 向 量 组 B1 ,PB;,…,p, 可 由 向 量 组 el ,es ，…，a， 
线性 表示 , 且 :之 s, 则 Bi,B,，,…,B, 线性 相关 . 


证 设 B Dh Qai(j = 1,",1), 欲 证 让 ,Bp 1 线性 相 
关 , 只 需 证 : 存在 不 全 为 零 的 数 zi ,z*，…，,z: 使 得 


Zi 十 zspB 十 … 十 zp, 一 0， (3. 11» 
即 


t 上 


2 zp; a PD (Pha)= DP) = 0. 


j=1 dE 


当 其 中 »Q2 "°°" 3,Qs 的 系数 
Dhsz; =0 (= 1,2,%,s) (10 
FE 


时 ,(3. 11) 式 显然 成 立 . 而 (3. 12) 式 是 上 个 未 知 量 x1 ,xs，… ,zt 的 
齐 次 线性 方程 组 ,由 于 达 s( 方 程 个 数 ) , 故 线性 方程 组 (3. 12) 有 非 
零 解 , 即 有 不 全 为 零 的 zi,zz，…,z: 使 (3.11) 式 成 立 . 所 以 Bi， 
,8, 线性 相关 . 图 

我 们 把 定理 3. 4 的 等 价 命题 写作 推论 1. 

推论 1 如 果 向 量 组 B1,…,p, 可 由 向 量 组 a1,…,a; 线性 表 
示 , 且 PB ，…,p, 线性 无 关 , 则 i<s. 

推论 2 若 秩 {a ,… ,as) 二 7, 则 a ,…,as 中 任何 > 十 1 个 向 量 
都 是 线性 相关 的 . 

证 不 妨 设 a,…,a, 是 向 量 组 gi ,… ,a 中 的 7 个 线性 无 关 的 
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向 量 , 由 于 该 向 量 组 中 任 一 个 向 量 可 由 a ,… ,a; 线性 表示 ,所 以 由 
定理 3.4 立即 可 得 其 中 任何 r 十 1 个 向 量 都 线性 相关 . 图 

如 此 ,向 量 组 的 秩 可 等 价 地 定义 为 : 若 向 量 组 中 存在 7 个 线 
性 无 关 的 向 量 , 且 任 何 r 十 1 个 向 量 都 线性 相关 ,就 称 数 > 为 向 量 
组 的 秩 . 

由 此 可 知 , 秩 为 ”的 向 量 组 中 , 任 一 个 线性 无 关 的 部 分 组 最 多 
只 含 > 个 向 量 . 因 此 , 秩 为 > 的 向 量 组 中 含有 > 个 向 量 的 线性 无 关 
组 , 称 为 该 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 . 一 般 情况 下 , 极 大 线性 无 关 
组 不 唯一 ,但 不 同 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 个 数 是 相同 的 ,如 图 
3.4 中 ,aa 和 al ,as 都 是 极 大 线性 无 关 组 . 

推论 3 设 秩 {a ，…as) 一 轧 , 秩 (8 …，p,} 一 ”如 果 向 量 组 
Bi，…,B: 可 由 向 量 组 cl ，,… ,a 线性 表示 , 则 rp. 

证 不 妨 设 a ，…,a, 和 B1,…,B, 分 别 是 两 个 向 量 组 的 极 大 
线性 无 关 组 ,因此 有 


又 已 知 


所 以 


B: 一 DD oj) 一 Dobecs) )a;， 
即 B ，* - 8 可 由 ai， "sap “线性 表示 ,于 是 由 推论 1 可 得 r<p. 国 
由 推论 3 立即 可 得 ,等 价 向 量 组 的 秩 相 等 . 
关于 如 何 求 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 ,在 下 一 节 再 作 
介绍 . 
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3.3 ”矩阵 的 秩 “相抵 标准 形 


对 于 矩阵 4 ,我们 把 它 的 每 一 行 ( 列 ) 称 为 4 的 一 个 行 ( 列 ) 向 
量 , 把 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 称 为 4 的 行 ( 列 ) 秩 . 显然 ,mXn 甜 
阵 4 的 行 秩 二 m, 列 秩 <<n. 

阶梯 形 矩 阵 


0 0 0 as ass 

0 0 0 0 0 
(其 中 a 关 0,azs 隆 0,ass 关 0) 的 行 秩 二 3, 列 秩 二 3, 这 是 因为 : 把 4 
按 行 和 按 列 分 块 为 


A= , A = (Bi,B, ,Bs ,Bi,B;), 


Qs 
则 : (DD 由 ao 十 zs az 十 zaas 一 0 可 推出 数 zi ,xs,zs 必须 全 为 
零 , 故 a ,az ,as 线性 无 关 , 而 as 二 0, 因此 A 的 行 秩 等 于 3. 

(ii) 由 J Bi 十 ys Bs + ys Bb: 一 0 可 推出 数 Jy1，.y3，.y4 必须 全 为 
零 , 故 8 ,B; ,Bs 线性 无 关 , 又 易 见 4 的 任意 4 个 列 向 量 都 线性 相 
关 ( 因 为 任意 4 个 三 维 向 量 都 线性 相关 ) ,因此 4 的 列 秩 也 等 于 3. 

由 此 例 我 们 可 得 一 般 的 结论 : 阶梯 形 和 矩阵 的 行 秩 等 于 列 秩 ， 
其 值 等 于 阶梯 形 和 矩阵 的 非 零 行 的 行 数 . 

用 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 Ax 一 b 的 消 元 步 又 ,是 对 增 广 和 所 
阵 (4 ,0) 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,而 初等 行 变 换 的 倍 
乘 、 倍 加 变换 实际 是 对 行 向 量 做 线性 运算 ,因此 ,我 们 需要 研究 初 
等 变换 是 否 改变 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 . 
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定理 3.5 ”如果 对 和 矩阵 4 做 初等 行 变 换 将 其 化 为 B, 则 B 的 
行 秩 等 于 A 的 行 秩 . 

证 只 需 证 明 每 做 一 次 倍 屠 .倍加 和 对 换行 变换 ,矩阵 的 行 秩 
都 不 变 . 

设 A 是 mXn 和 矩阵 ,4 的 x 个 行 向 量 记 作 ai ,as ,… ,a 

GD 对 换 A 的 某 两 行 位 置 ,所 得 到 的 矩阵 B 的 mx 个 行 向 量 仍 
是 4 的 m 个 行 向 量 ,显然 B 的 行 秩 等 于 4 的 行 秩 . 

Gi) 把 4 的 第 i 行 乘 非 零 常数 c 得 B, 则 B 的 m 个 行 向 量 为 
ails,"… ,CQ i,"… Qn; 显然 B 的 行 向 量 组 与 4 的 行 向 量 组 是 等 价 
的 ,根据 定理 3.4 的 推论 3,B 的 行 秩 等 于 A 的 行 秩 . 


al al Bp 

a ai PB: 
GiD A=|: |- 二 时 | ;| 记 作 |: |=B 

: | 加 到 j 行 > | 2 

Qj cai 十 ai B; 

am am Bn 


显然 ,B 的 行 向 量 组 可 由 A 的 行 向 量 组 线性 表示 , 又 mw 一 
Bi (Rk 隐 j) ,Qj 一 一 0B; 十 B; ,所 以 A 的 行 向 量 组 也 可 由 B 的 行 向 量 组 
线性 表示 ,因此 4 与 B 的 行 秩 也 相等 . 国 

由 定理 3. 5 可 知 ,对 线性 方程 组 Ax 二 4b 的 增 广 和 矩阵 (4,5) ,不 
论 怎样 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,其 非 零 行 的 行 数 都 等 
于 (4 ,5) 的 行 秩 . 

初等 行 变换 也 不 改变 矩阵 的 列 秩 , 这 是 因为 : 

定理 3.6 对 矩阵 4 做 初等 行 变换 化 为 B, 则 4 与 B 的 任何 
对 应 的 列 向 量 组 有 相同 的 线性 相关 性 , 即 

初等 行 变换 


A= (a ,Qa ,0a,) 


(bb, b,) 一 卫 ， 
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则 列 向 量 组 ca ,ap ，…ai 与 5 55 (ii<is<"…<i 人 < 
n) 有 相同 的 线性 相关 性 . 

证 对 A 和 做 初等 行 变换 化 为 B, 就 是 用 若干 初等 阵 Pi ,… ,了 P， 

左 乘 4 使 之 等 于 B, 记 P 一 P.…P,P, 即 有 
PA=B. 

从 而 

Pa; = ¢;, j= 1,2,%,n. 
取 

Al 一 (aa ,0 yai )， 

Bi 一 (5 ,bb ), 

1 一 (Za ?< a 
则 齐 次 线性 方程 组 Aixi 二 0 与 Bix 一 0( 即 PAx 一 0) 显 然 是 同 解 
方程 组 . 因此 ,根据 定理 3. 2 即 得 A 与 B, 的 列 向 量 组 有 相同 的 线 
性 相关 性 . 国 

定理 3. 6 也 提供 了 求 向 量 组 的 秩 及 其 极 大 线性 无 关 组 的 一 个 
简便 而 有 效 的 方法 . 

例 1 设 向 量 组 :ai 一 (一 1, 一 1,0,0)7,a 一 (1,2,1, 一 1)7， 
ao 一 (0,1,1, 一 1)T7,w 一 (1,3,2,1)T7,as 一 (2,6,4, 一 1)7. 试 求 向 
量 组 的 秩 及 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 这 个 极 大 线 
性 无 关 组 线性 表示 . 

解 ” 作 和 矩阵 4=(aayasyasyayas)( 如 果 向 量 以 行 向 量 给 出 ， 
也 按 列 向 量 作 和 矩阵 4) ,对 4 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 矩阵 , 即 
|] 1 QO 1 2 
= 2 1 总 

0 1 国生 4 
了 


着 = 
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@Xx (一 D 
一 


1 
0 
@+O@ 0 
0 


®@+@x—1 |0 
一 一 一 ~ 


@+® 0 

0 

:et 

@x 计 lo 1 
SP@ |10 0 
0 0 

1 

D+® 0 
@+@Xx(-2) |0 
0 

和 

®+@® |0 1 1 
0 心 0 

0 Wf 0 


二 
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0 = “=2 
1 2 二 
出 2 二 
二 好 疼 冯 
下 六 2 4 
0 ‘0 0 0 
0 0 3 3 
化 二 由 1 到 
1 2 4 
0 1 1 
0 0 0 
.© 0 二 1 
1 1 0 2 
0 | L 
QQ 0 0 
GH 
0 2 
让 = UU. 
0 0 


把 上 面 最 后 一 个 阶梯 矩阵 U 记 作 (各 » C2 ,bs ,Cb ,C5). 
易 见 ,bz,& 是 UU 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,所 以 
aya sas 也 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 , 故 秩 {a ,oz， 


as ya ya5 } 一 3， 令 


TQ Tra TAQ 


JI1QI TY az 


Ta 一 05. 


用 高 斯 消 元 法 解 这 两 个 线性 方程 组 ,可 利用 阶梯 矩阵 器, (如 


后 者 可 


DU 的 第 1,2,4,5 列 ) ,得 到 它们 对 应 的 同 解 线性 方程 组 ， 
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从 而 


as 一 al Taz， 


as 一 al 十 2 @ 十 as 

如 果 只 需求 向 量 组 的 秩 和 极 大 线性 无 关 组 ,只 要 对 A 做 初等 行 变 
换 将 其 化 为 一 般 的 阶梯 矩阵 ,而 不 必 化 为 行 简化 阶梯 矩阵 . 

由 定理 3. 5 和 定理 3. 6 可 以 推出 :初等 列 变换 也 不 改变 和 矩阵 
的 列 秩 和 行 秩 . 因为 对 A 做 列 变 换 就 是 对 4” 做 行 变换 ,A4” 的 行 
( 列 ) 秩 就 是 4 的 列 ( 行 ) 秩 . 于 是 综 上 就 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.7 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 . 

由 定理 3. 5 和 定理 3.6 还 可 推出 下 面 的 定理 . 

定理 3.8 矩阵 4 的 行 秩 等 于 其 列 秩 . 

证 对 A 做 初等 行 变换 将 其 化 为 阶梯 矩阵 U, 则 有 

4 的 行 秩 = 的 行 秩 
二 0 的 列 秩 = A 的 列 秩 . 加 

由 于 矩阵 4 的 行 秩 与 列 秩 相等 ,所 以 我 们 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 3.8 矩阵 4 的 行 秩 的 数值 称 为 矩阵 A 的 秩 , 记 作 : 
秩 (4) 或 r(4). 秩 (4) 一 ?的 ?2 阶 和 矩阵 也 称 满 秩 矩阵 . 

定理 3.9 7 阶 矩 阵 4 的 秩 等 于 n 的 充 要 条 件 是 A 为 非 奇 异 
抑 阵 ( 即 |14| 天 0)， 

证 若 r(C4) 一 2, 则 对 4 做 初等 行 变换 可 以 将 其 化 为 有 7 个 
非 零 行 的 行 简化 阶梯 矩阵 ( 即 单位 矩阵 ,也 就 是 ,存在 可 北 和 矩阵 
P, 使 PA 一 TIT, 即 |P114| 二 1, 故 |4| 隆 0; 反 之 , 若 1|4| 隆 0, 则 齐 次 线 
性 方程 组 4x 二 0 只 有 零 解 , 即 x 二 4 :0 一 0, 故 4 的 ”个 列 向 量 线 


性 无 关 , 即 r(4) 一 7 国 
对 于 一 般 的 mXn 矩阵 A,A4 的 秩 与 4 的 子 行列 式 也 有 和 密切 
的 关系 . 


定义 3.9 矩阵 4 一 (ai )mx: 的 任意 & 个 行 (i 22 9 sk 行 ) 和 
任意 个 列 (1 ,jz，… ,jr 列 ) 的 交点 上 的 及 个 元 素 按 原 顺序 排 成 
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的 & 阶 行列 式 


(3.13) 


Qh ds a 
称 为 4 的 & 阶 子 行列 式 ,简称 4 的 & 阶 子 式 . 当 (3.13) 式 等 于 零 
(不 等 于 零 ) 时 , 称 为 k 阶 零 子 式 ( 非 零 子 式 ). 当 (3.13) 式 的 
及 二 和 ,jz 二 iz "jr 二 ii 时 , 称 为 A 的 & 阶 主子 式 . 

如 果 和 矩阵 A 存在 r 阶 非 零 子 式 , 而 所 有 ”十 1 阶 子 式 (如 果 有 
7 十 1 阶 子 式 ) 都 等 于 零 , 则 矩阵 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 ~, 因为 
由 所 有 十 1 阶 子 式 都 等 于 零 可 推出 所 有 更 高 阶 的 子 式 都 等 于 零 . 

定理 3. 10 秩 (4) 二 7r 的 充 要 条 件 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 
数 为 ”. 

证 ” 先 证 必要 性 . 设 秩 (4)= 一 ”~, 即 4 的 行 秩 为 ,不 妨 设 4 的 
前 + 行 构 成 的 矩阵 A1 的 行 秩 为 ~", 其 列 秩 也 为 ”不 妨 再 设 A 的 
前 了 个 列 向 量 线性 无 关 . 如 此 由 定理 3.9 可 知 4 的 左上 角 r 阶 子 
式 为 非 零 子 式 . 又 因为 4 的 任意 7 十 1 个 行 向 量 线性 相关 ,所 以 4 
的 任意 7 十 1 阶 子 式 都 是 零 子 式 ( 因 为 其 中 有 一 行 可 用 其 余 7r 行 线 
性 表示 ) ,因此 ,A 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 为 ~. 

再 证 充分 性 . 不 妨 设 和 4 的 左上 角 r 阶 子 式 |4,| 了 0, 于 是 和 4, 可 
道 ,其 7 个 行 向 量 线性 无 关 , 将 它们 添加 分 量 成 为 4 的 前 7 个 行 向 
量 , 它 们 也 线性 无 关 ; 而 A 的 任何 7 十 1 个 行 向 量 必 线性 相关 (否则 
由 必要 性 的 证 明 可 知 4 中 存在 r 十 1 阶 非 零 子 式 ,这 与 题 设 矛 盾 )， 
故 4 的 行 秩 一 秩 (4) 一 一 图 

综 上 所 述 , 关 于 和 矩阵 的 秩 的 基本 结论 是 : (1) 矩阵 的 秩 二 矩 
阵 的 行 秩 = 和 矩阵 的 列 秩 三 矩阵 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ; (2) 初等 
变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 
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矩阵 的 秩 对 线性 方程 组 的 解 有 十 分 重要 的 意义 ,在 以 后 两 节 
我 们 将 予以 曾 明 . 

现在 我 们 研究 矩阵 相 加 、 相 乘 以 后 的 秩 的 情况 : 

性 质 1 rc4 十 B) 二 r(4) 十 r(B) 

证 设 A,B 均 是 mXn 算 阵 ,r(4) 二 p,r(B) 二 gq, 将 和 4,B 按 列 
分 块 为 

A= (gg, a), B= (Bi,B,,*%,B,), 
于 是 
4 十 中 一 (aa 十 Ba 十 Ba 十 B.). 

不 妨 设 4 和 B 的 列 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 分 别 为 a1， 
qz，"…,ap 和 PB1,B:，…,Bs, 于 是 A 十 B 的 列 向 量 组 可 由 向 量 组 cl， 
aapy0 pp 线性 表示 ,因此 

r(A 十 B) 一 A 十 B 的 列 秩 
二 秩 {a ,az ，… ,a ,Bi1， 5 过 pb 十 g. 国 
性 质 2 r(4B) 过 min(r(A),r(B)) 
证 设 A4,B 分 别 是 mXn,nXs 和 于 阵 ,将 A 按 列 分 块 , 则 


Br biz ws bi 
ba bz ，%。 0 
AB 一 (alyaz，% 和 as)| . 
Da Bg: es hie 


的 列 向 量 组 Yi ，…,7Y, 可 由 A 的 列 向 量 组 gi ，… ,a 线性 表示 , 故 
r(4B) 一 4B 的 列 秩 和 4 的 列 秩 王 r(4). 类 似 地 ,将 B 按 行 分 块 ,可 
得 TrC4B)<r(CB). 国 

性 质 3 设 4 是 mXn 甜 阵 ,P,Q 分 别 是 m 阶 .n 阶 可 道 矩 
阵 , 则 

rr(A) = r(PA) = 1(A0) = r(PAQ). 

证 由 于 可 逆 和 矩阵 P,Q 可 以 表示 为 若干 个 初等 阵 的 乘积 ,而 

初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 故 结论 成 立 . 或 者 根据 4 一 P '(PA)， 
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利用 性 质 2 得 
r(C4) = [P71 (PA)] < r(PA) <r(A), 
故 r(PA) 一 r(4), 同 理 可 证 其 余 等 式 . 国 


例 2 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,m=<n, 证 明 : |474| 一 0. 
证 由 于 r(4)= 二 r(47) 过 min(m,n) 过 nn, 根 据 性 质 2, 有 
r(4I4) < min(r(AT),r(A)) < nn, 
而 474 是 n 阶 矩 阵 ,根据 定理 3. 9 或 定理 3.10, 即 得 |47A|==0. 
画 
x* 最 后 我 们 讨论 ,一 个 秩 为 + 的 矩阵 通过 初等 变换 可 以 化 为 
怎样 的 最 简单 的 矩阵 ,也 就 是 矩阵 的 相抵 标准 形 ( 或 说 等 价 标 
准 形 ). 
定义 3.10 若 和 矩阵 A 经 过 初等 变换 化 为 B( 或 : 若 存 在 可 道 
阵 P 和 Q ,使 得 PAQ 一 B) ,就 称 4 相抵 于 B, 记 作 4 信也. 
根据 定义 ,容易 证 明和 矩阵 的 相抵 关系 有 以 下 性 质 : 
() 反 身 性 , 即 4 全 4; 
(ii) 对 称 性 , 即 若 4 全 中, 则 B 实 A( 由 于 有 对 称 性 ,4 实 B 一 般 
就 说 4 和 B 相抵 ); 
(iii) 传递 性 , 即 若 4 储 世 ,B 全 C, 则 A 实 C. 
所 以 相抵 是 一 种 等 价 关 系 . 
定理 3.11 若 和 4 为 mXn 和 矩阵 , 且 r(4) 一 7, 则 一 定 存在 可 首 
和 矩阵 PCm 阶 ) 和 Qln 阶 ) ,使 得 
PAQ = .> 9! 
0 0 
其 中 工 为 ”> 阶 单位 矩阵 . 
证 对 4 做 初等 行 变换 ,将 4 化 为 有 > 个 非 零 行 的 行 简化 阶 
梯 阵 U ,; 即 存在 初等 矩阵 P,P; ,*… , 卫 . ,使 得 
卫 ,…P,P,4 =U. 
再 对 Di 做 倍加 列 变 换 和 列 对 换 可 将 Ui 化 为 (3.14) 式 右 端 的 U 


) =U, (3.14) 
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矩阵, 即 存在 初等 矩阵 2: ,0: ,…,@, ,使 得 
U1.Q.Q0;*…0Q, =U. 

记 P.…PsPi 二 P, 010:…Q, 一 Q(P,Q 均 可 首 ), 则 有 P4C 一 0 国 

我 们 把 (3. 14) 式 右 端的 矩阵 称 为 A 的 相抵 标准 形 . 由 定理 
3.11 可 知 , 秩 相同 的 同型 矩阵 必 相 抵 于 同一 相抵 标准 形 . 因此 , 任 
意 两 个 秩 相同 的 同型 矩阵 是 相抵 的 . 

* 例 3 设 A 是 mXn 和 矩阵 (m 放 nn), 秩 (4A) 二 nn. 证明; 存在 
nXm 矩阵 B, 使 得 BA==T.. 

证 根据 定理 3.11, 存 在 m 阶 可 道 和 矩阵 P 和 nn 阶 可 逆 和 矩阵 
@ ,使 得 


于 是 


其 中 0 是 (m 一 n) Xn 零 矩 阵 , 取 C 二 (0,0,), 其 中 0 是 
nX(m 一 nn) 零 矩 阵 , 则 


0 
CPA 一 (0,0:) 0 = QQ -十 0:0, 一 三 ， 
1 


故 存 在 B= 二 CP, 使 得 B4 一 五. 国 
此 例 更 简便 的 解法 是 ,对 4 只 做 初等 行 变换 即 可 将 其 化 为 标 


I, 
PA= 5 
网 


下 面 再 列举 几 个 有 关 和 矩阵 的 秩 和 向 量 组 的 秩 的 例子 . 

例 4 设 wm 一 (1,3,1,2),w 一 (2,5,3,3),as 一 (0,1, 一 1,a)， 
a 一 (3,10,k,4) , 试 求 向 量 组 gi ,as ,as ,as 的 秩 , 并 将 gs 用 @ ,as ,as 
线性 表示 . 
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解 将 4 个 向 量 按 列 排 成 一 个 矩阵 4, 对 4 做 初等 行 变换 ,将 
其 化 为 阶梯 形 矩 阵 吉 , 即 
| 0 又 1 
3 1 10| 初等 0 
1 时 .二 生态 | 和 有 诡 并 | 从 0 2 一 一 3 
| a 4 0 0 0 k—2 
当 a 一 1 或 k 二 2 时 ,阶梯 和 矩阵 U 只 有 3 个 非 零 行 ,所 以 
秩 (4) 一 秩 {aa ,as ,aa ,at ) 一 3; 
当 a 关 1 有 是 k 关 2 时 , 秩 (U) 王 秩 (4) 一 秩 {al as ,as ,ai ) 一 人 4. 
设 zi m 十 zs 十 zs ws 一 w ,这 个 向 量 方程 对 应 的 非 齐 次 线性 
方程 组 的 增 广 矩 阵 就 是 4, 用 高 斯 消 元 法 ( 即 对 4 做 初等 行 变换 ) 
将 和 A 化 为 口 ,由 此 可 见 , 当 二 2 且 a 天 1 时 ,as 可 由 Qi ,Qs yas 线性 
表示 ,并 得 : 


A= 


zs — Ts =—1+z = 4m 一 3 一 2 =——1 
当 & 天 2 或 4 二 1 时 ,a 不 能 由 am ,az ,as 线性 表示 . 
是 郊 各 J 
2 一 2 
例 5 设 4=| ，， ;|， 
1 @ 天 3 


已 知 r(C4) 一 2, 求 二 
解 ” 对 A 做 初等 行 变换 将 其 化 为 矩阵 B, 即 


1 之 1 
8 一作 一 导 
A =B 
0 2+z 6 
0 0 0 


由 于 rt(4) 二 r(B) 王 2, 所 以 B 中 第 2、 第 3 行 必须 成 比例 ,于 是 由 
2 
BE , 即 得 :一 1 
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例 6 已 知 r(CB) 一 2， 


问 : (1) a,65 满足 什么 条 件 时 ,将 确保 r(4B) 一 2; (2) 4 与 B 满足 
什么 条 件 时 ,r(4B)==1. 
解 (1) 当 |A4| 二 ab 一 1 关 0 时 ,4 可 道 , 则 (4B) 一 +(B) 一 2. 
(2) 当 |A4|==ab 一 1 二 0 时 ,A 不 可 道 ,r(4)= 二 2( 因 为 4 中 存在 


二 内 看 夫子 式 | = 或 4 中 有 两 列 不 成 比例 , 从 而 线性 无 


关 ) ,A 的 列 向 量 组 线性 相关 ,根据 定理 3. 2, 齐 次 线性 方程 组 4x 一 
0 有 非 零 解 . 如 果 B( 不 妨 假设 也 是 3X3 和 矩阵) 的 3 个 列 向 量 为 
Xi Xs Xa( 即 B= 二 《xi ,xs,xs)), 其 中 xi ,x 成 比例 , 且 是 Ax= 二 0 的 
解 ,xs 不 是 Ax 二 0 的 解 ( 即 4xs 一 8 天 0), 则 
AB = A(xi ,x; ,x3) = (0,0,B8). 

故 r(C4B) 一 1. 此 时 B= (xi ,x ,x;) 仍 满足 1(B) 二 2, 因为 x 或 x 
与 x 不 成 比例 (否则 xs 二 kixi 或 xs 二 kxs 就 是 Ax 一 0 的 解 ), 而 
且 r(B) 隆 3( 否 则 r(4B) 二 2), 所 以 B 中 有 且 仅 有 两 个 列 向 量 线性 
无 关 . 结论 : A,B 满足 上 述 条 件 , 则 r(4B) 一 1. 


3.4 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 
及 解 的 结构 


对 于 以 mXn 和 矩阵 A 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 0. {8 L169 
如 果 把 4 按 列 分 块 为 和 4 二 (ql ,as，…,a,), 它 就 可 以 表示 为 向 量 
等 式 
Zi al 十 Za az 十 … 十 Za 二 0. (3. 16) 
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因此 ,(3.15) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 a ,as ,… ,a, 线性 相关 , 即 
秩 (4) == 秩 {aiy@s,*…*,a,) 二 7n， 

于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.12 设 A4 是 mXn 和 矩阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 有 
非 零 解 的 充 要 条 件 为 秩 (4) 去 m. 

这 个 定理 也 可 用 下 面 的 证 法 证 明 : 

设 秩 (4) 一 r, 则 和 矩阵 4 存在 ”个 线性 无 关 的 行 向 量 , 其 余 
m 一 + 个 行 向 量 可 由 这 7 个 线性 无 关 的 行 向 量 线性 表示 . 因此 ,对 
4 做 初等 行 变 换 可 将 其 化 为 有 7 个 非 零 行 的 阶梯 阵 


C11 Cli C1i, Cln 
0 a oe Ca Ca 
U=|6 0 Cra, < 
0 0 0 0 
0 oe. 0 0. 0 a0 0 
由 Ux 一 0 与 Ax 一 0 是 同 解 线 性 方程 组 ,以 及 Ux 一 0 有 非 零 解 的 充 
要 条 件 为 r<n, 就 使 本 定理 得 证 . 图 


定理 3. 12 的 等 价 命题 是 : 齐 次 线性 方程 组 hx 一 0 只 有 零 解 
的 充 要 条 件 是 秩 (4) 一 4 的 列 数 . 

当 4 为 ” 阶 矩 阵 时 ,4x 一 0 有 非 零 解 (只 有 零 解 ) 的 充 要 条 件 
还 可 投 述 为 |4|= 二 0(|A| 冯 0). 

例 1 设 A 是 nn 阶 和 矩阵, 证明: 存在 nXs 和 矩阵 B 关 0, 使 得 
AB 一 0 的 充 要 条 件 是 |4|==0. 

证 将 B 按 列 分 块 为 B 一 (bi,b;,…,b,), 则 4B 一 0 等 价 于 

Ab; = 0, j=1,2,.,s, 

即 B 的 每 一 列 都 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 . 

车 4B 一 0,B 关 0, 则 Ax 一 0 有 非 零 解 , 故 |4| 二 0; 反 之 , 若 
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14|=0, 取 4x 一 0 的 ;个 非 零 解 作为 B 的 ;个 列 , 则 B 了 0, 但 它 使 
得 AB=0. 图 

为 了 研究 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 ,我们 先 讨论 它 的 解 的 
性 质 ,并 给 出 基础 解 系 的 概念 . 

定理 3. 13 若 x ,xs 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 两 个 解 , 则 
kixi 十 ksxs(k1 ,ks 为 任意 常数 ) 也 是 它 的 解 . 

证 因为 A(kixi 十 ksxs) 二 kiAxi 十 ksAxs 一 有 0 十 有 0 一 0, 故 
kixi 十 kxs 是 Ax 二 0 的 解 . 

定理 3. 13 的 结论 显然 对 有 限 多 个 解 也 成 立 . 

定义 3.11 设 训 ,x，…,xs 是 Ax 二 0 的 解 向 量 , 如果: 
(1) xx 和 yx 线性 无 关 ; (2) 4x 一 0 的 任 一 个 解 向 量 可 由 x1， 
Xz xp 线性 表示 . 则 称 x ;xz ,…,xp 是 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 
系 . 

如 果 找 到 了 Ax 二 0 的 基础 解 系 2 ,xs,… ,Xs，, 那 么 kixi 十 
ksxz 十 … 十 koxs 对 任意 常数 &1 ,ks,，… ,ks 作成 的 集合 ,就 是 4x 一 
0 的 全 部 解 的 集合 .下面 证 明 有 非 零 解 的 齐 次 线性 方程 组 存在 基 
础 解 系 . 

定理 3.14 设 A 是 mXn 和 矩阵 , 若 r(4) 二 r 二 n, 则 齐 次 线性 
方程 组 Ax 王 0 存在 基础 解 系 , 且 基础 解 系 含 n 一 r 个 解 向 量 . 

证 ” 先 证 存在 ”一 ”个 线性 无 关 的 解 向 量 . 按 高 斯 消 元 法 步 又 
对 A 做 初等 行 变换 ,将 4 化 为 行 简化 的 阶梯 阵 ,不 失 一 般 性 ,可 设 


J 0 2 Cln 
0 1 … 0 Com … cn 
U 一 |0 0 oe 1 co … cl， 


0 0 a 0 0 ee 0 


6” 尖 ws 次 0 sw 前 
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于 是 Ux 二 0, 即 


Xl + 0a T= 0， 


并 2 ear ri 十 … 十 cz 一 0， 
站 
是 4x=0 的 同 解 线性 方程 组 , 取 zi ,z+s，… ,x 为 自由 未 知 量 ， 
将 它们 的 下 列 ”一 ”组 值 ， 
(1,0,°%*,0);C0,1,* ,0);"*;(0,0,° ,1) 
分 别 代 入 (3.17) 式 ,相应 地 求 得 zi ,zx:,… ,Zz,, 并 得 到 n 一 r 个 解 : 
X= (dusd2a "da,1,0,.",0)", 
Xs= (dis ,do de 0,1，…，0)7， 
Vn Ce od 
显然 ,x ,xz，，…,x。-; 是 线性 无 关 的 (因为 由 和 ax 十 jaxs 十 … 十 
和 -er 一 0 可 推出 和 一 0 一 … 一 1- 一 0). 
再 证 hx 一 0 的 任 一 个 解 x 可 由 xyxz ,xz 线性 表示 . 为 此 
任 取 自 由 未 知 量 的 一 组 值 ,ks，,…,k,-, 代 入 (3.17) 式 ,得 一 个 解 
x= (di,ds ,d,s ki sk, ,ks)T. 


由 于 x* =hixi 二 haxs 二 十 kX , 

也 是 一 个 解 , 所 以 
di du dis di di 
ds dz dzs don; ds 
d dn dz Mt da’ 

pe kl k; Re = 
k1 1 0 0 0 
ks 0 0 0 
;A 0 0 1 0 
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是 相应 于 自由 未 知 量 z,rl,zr+，…zw 全 取 零 时 的 4x 一 0 的 一 个 
解 ,这 个 解 是 4x 一 0 的 零 解 , 故 


X 一 2X 一 0， 


即 X=xX* =hkixi 二 kx 二 十 RX,. 
因此 ,xi ;xs,…,x,-, 是 Ax 二 0 的 一 个 含有 7 一 r 个 解 向 量 的 基础 
解 系 . 国 


定理 的 证 明 过 程 ,提供 了 求 4x 二 0 的 基础 解 系 的 方法 . 但 是 
对 nn 一 r 个 自由 未 知 量 也 可 以 取 另 外 的 nn 一 r 组 数 而 求 得 n 一 7 个 
线性 无 关 的 解 ,此 外 ,自由 未 知 量 的 选择 也 不 是 唯一 的 ,事实 上 ,在 
Uxz 一 0 中 ,任何 -个 未 知 量 只 要 它们 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ,都 可 
以 作 基本 未 知 量 , 其 余 的 n 一 r 个 未 知 量 为 自由 未 知 量 . 因此 ,基础 
解 系 不 是 唯一 的 . 但 是 不 难 证 明 ( 证 明 留 给 读者 ): 
如 果 wx，x 和 x? ,x2? ,…,x;? 是 4x 一 0 的 两 个 基础 解 
系 , 则 两 个 解 集合 
S= {hx 十 Roxz 十 … 十 koxp | ,Ro，… ,ks 为 任意 常数 } 
与 
S" 二 {Lxf 十 x2 十 十 Lx2 | 嫉 ,L2，… ,Ly 为 任意 常数 } 
是 相等 的 (只 要 证 明 : SES* 且 S* 和 S$). 
这 里 的 解 集合 S 与 S" 显然 是 hx 一 0 的 全 部 解 的 集合 ,集合 
中 元 素 的 一 般 表 示 式 
X= kx 十 kx 十 kxyp 
称 为 Ax 二 0 的 一 般 解 (或 通 解 ) , 它 清楚 地 揭示 了 齐 次 线性 方程 组 
的 解 的 结构 .求解 有 非 零 解 的 齐 次 线性 方程 组 通常 是 先 求 基础 解 
系 ,然后 写 出 它 的 一 般 解 . 
例 2 求 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 一 般 解 , 其 系数 矩阵 为 


1 2 11 J 
2 4 3 1 1 
A= : 
生计 二 
0 0 2 4 一 2 
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解 ” 对 秆 了 泗 4 做 初等 行 变换 ,将 其 化 为 行 简化 阶梯 矩阵 
1 入 有 站 2 


(0 0 
U= 4 
(0 0 
同人 0 


选 zx; ,zs 为 自由 未 知 量 , 取 : xz; 一 1,zs 一 0 和 zs 一 0,zxs 一 1, 得 基 
础 解 系 

Xi 一 (一 2,1,0,0,0)7， aa 一 (一 2,0,1,0,1)7， 
于 是 ,4x 一 0 的 一 般 解 为 


X= kix kxz, 


即 
1 人 一 这 
Ts 0 
X 一 |zx;|=% 0| 十 Rz | 
4 0 0 
Xs 0 TL 
其 中 名 ,ks 为 任意 常数 . 图 


例 3 设 A,B 分 别 是 mXn 和 nnXs 和 矩阵 , 且 AB==0. 证 明 ， 
r(4) 十 z(B) 委 7 
证 将 B 按 列 分 块 为 B= 二 (bi ,bs,…,b.), 由 AB 一 0 得 
Ab; = 0, j = 1,2,.",s, 
即 B 的 每 一 列 都 是 Ax 二 0 的 解 .而 Ax 二 0 的 基础 解 系 含 2 一 rC4) 
个 解 , 即 Ax 王 0 的 任何 一 组 解 中 至 多 含 n 一 r(4) 个 线性 无 关 的 解 ， 
因此 ， 
rI(B) 一 秩 (bi,b;,*…,b,) 之 nn 一 r(4)， 

故 r(A)+r(B)<n. 国 

* 例 4 设 A 是 mXn 实 和 矩阵, 证明:r(47TA) 一 r(A4). 

证 根据 3.3 节 中 性 质 2,r(47A) 志 1r(4), 因 此 只 和 需 证 明 : 
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r(4)<r(C474). 为 此 ,只 要 证 明 : (474)x= 一 0 的 解 集合 含 于 4x 一 
0 的 解 集合 . 

由 于 当 (4'4)x 一 0(xE R") 时 , 必 有 x (4'A)x 一 0, 即 
(Ax)T(Ax)=0, 令 

Ax 一 (bp DT， 

(显然 hxER") ,于 是 下 十 用 十 … 十 及 一 0, 因此 必 有 六 一 户 一 … 一 
bo 一 0, 即 必 有 4x 王 0, 故 方程 组 (474)x=0 的 解 必 满足 方程 组 
4x 一 0, 所 以 


7 一 T(4I4) <n—r(A), 
从 而 r(A)<r(ATA). 国 
定理 3. 14 揭示 了 和 矩阵 4 的 秩 与 4x 二 0 的 解 之 间 的 关系 , 它 
不 仅 对 求 Ax 二 0 的 解 有 重要 意义 ,而 且 如 例 3、 例 4 所 表明 的 那 
样 , 也 可 以 通过 研究 线性 方程 组 的 解 来 讨论 矩阵 的 秩 . 


3.5 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 


条 件 及 解 的 结构 
以 mXn 秆 阵 4 为 系数 矩阵 的 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax=b (3.18) 


可 以 表示 为 一 个 向 量 等 式 
Za al 十 zs as 十 … 十 Znan 二 了 b， (3. 19) 
其 中 a ,as,…,a, 是 4 的 2 个 列 向 量 , 因 此 ,线性 方程 组 (3. 18) 有 
解 的 充 要 条 件 是 b 可 由 A 的 列 向 量 组 线性 表示 ,从 而 
秩 {a ,az ，…as)D} 一 秩 {ai ,Qs ，*… ,a,)， 
即 r((A,b))=r(A). 
于 是 有 下 面 的 定理 . 
定理 3.15 对 于 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0, 下 列 命题 等 价 , 
(i) 4x 一 b 有 人 解 (或 相 容 ); 
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(iD 五 可 由 4 的 列 向 量 组 线性 表示 ; 
(iii) 增 广 和 矩阵 (4,5) 的 秩 等 于 系数 矩阵 4 的 秩 . 


这 个 定理 也 可 作 如 下 的 证 明 : 
对 增 广 和 矩阵 (4,b) 做 初等 行 变 换 将 其 化 为 阶梯 矩阵 
1 mm a 
0 1 CrrH Crn d 
(C,d) 一 |0 0 0 0 dn (3. 20) 
0 0 0 0 0 
0 …v 0 0 ‘00 0 


则 Cx==4 与 4x 一 b 是 同 解 线 性 方程 组 ,因此 
4x 二 b 有 人 解 ( 即 Cx = d 有 人 解 )SSd,! 一 0， 
而 dl 一 0 全 rCC,d) 一 TCC) ,又 
r(C,d) = r(A,b), r(C) = r(A), 
故 4x 一 六 有 解 仿 r((4,0)) 一 r(C4) , 即 
秩 {a ,az ，…as,D)} 一 秩 {ayas ，…au)， (3.21) 
其 中 ma ,as 是 4 的 列 向 量 组 . 显然 , (3. 21) 式 成 立 的 充 要 条 
件 是 b 可 由 ai ,as，… ,a 线性 表示 ,不然 的 话 , 得 出 矛盾 的 结果 
秩 {a 7Q2 ，" ”Qnr ,b} 秩 {w 琴瑟 和 an } = 巧 于 。 
推论 Ax=b 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 
I((A,b)) 一 r(A) 一 4 的 列 数 . (3. 22) 
这 是 因为 ,b 可 由 4 的 列 向 量 组 gi ,cs ,…,as 线性 表示 , 且 表 
示 法 唯一 的 充 要 条 件 是 w ,az ,… ,a, 线性 无 关 . 或 由 (3. 20) 式 得 
Ax 一 5 有 唯一 解 全 da 一 0, 且 一) 全 (3.22) 式 成 立 . 
下 面 讨论 非 齐 次 线性 方程 组 Ax==b 的 解 的 结构 .为 此 我 们 先 
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讨论 4x 一 的 解 的 性 质 . 
需要 注意 , 若 x1,xs 是 Ax 一 b 的 两 个 解 , 则 kixi 十 ksxs (ki ,ks 
为 任意 常数 ) 一 般 不 是 Ax==b 的 解 ,因为 
A(kixi kxs) =kiAxi 二 kAx, = kibikb 
二 (ki 十 R22)b 关 上 b. 
但 是 , 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 有 如 下 的 性 质 ， 
定理 3.16 若 x ,xs 是 Ax 一 b 的 解 , 则 x 一 x; 是 对 应 齐 次 方 


程 组 Ax 二 0 的 解 . 
证 因为 A(xi 一 x;)= 二 Axi 一 Axs = 二 b 一 b= 二 0, 故 x 一 x 是 
Ax 二 0 的 解 . 国 


由 此 进一步 可 得 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 定理 . 
定理 3.17 若 Ax=b 有 解 , 则 其 一 般 解 为 
x 二 xo 二 xX， 
其 中 xo 是 Ax 二 b 的 一 个 特 解 ( 某 一 个 解 ) ;而 
x=hx 二 十 koxp 
是 Ax 二 0( 也 称 Ax 二 b 的 导出 组 ) 的 一 般 解 . 
证 由 于 4(xo 十 zx) 一 4xo 十 4x 一 b, 所 以 xo 十 X 是 Ax 二 b 的 
解 . 设 x" 是 Ax=b 的 任意 一 个 解 , 则 x" 一 xo 是 Ax=0 的 解 , 而 
X” 二 xo 十 (x” —xo). 
因此 x* 可 以 表示 为 xo 十 x 的 形式 ,所 以 它 是 4x 一 的 一 般 解 . 国 
例 1 设 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 的 增 广 矩阵 
和 
i et 
2 
5 


(A,b) 一 
1 
一 3 一 4 —8i4 


oD -= 


试 求 4x 一 的 一 般 解 . 
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pk 


1 1 0 二 


0 0 0 0 
0 0 0 0: 0 
取 z= 二 zz 二 xs 二 0 代入 Ux 二 d, 求 得 Ax==b 的 一 个 特 解 
国人 下 村 
x 一 (去 ,0, 一 去 ,0,0] 
取 自 由 未 知 量 zs ,zi,xzs 的 3 组 值 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ,并 
依次 代入 Ux 二 0( 注 意 , 不 要 代入 Ux 二 4) ,得 4x=0 的 基础 解 系 
xi 一 (一 1,1,0,0,0)T， 


工 1 
2 2 
J : | 
CD 一 001 3 1-3= wd). 
0 0 
0 


wo = 人 (去 ,0, 一 去 ,10) ， 


WE 
于 是 Ax 二 b 的 一 般 解 为 
xX =xo 二 Rixi 二 Rsxz 二 ksxs 


1 人 2 | 1/2 
0 1 0 0 
二 | 一 1/2| 十 ki 0 R= 21 |=1 | 
0 0 1 0 
0 0 0 


其 中 ki ,kz ,Rs 为 任意 常数 ( 求 线性 方程 组 的 解 ,必须 养 成 习惯 ,将 
求 得 的 Xo Xl Xz Xs 代入 原 方程 ,验证 其 正确 性 ). 这 样 求 得 的 一 
般 解 与 前 面 在 高 斯 消 元 法 中 , 令 Xs —ki ,XT— hk ,Zs—ks 求 得 的 一 
般 解 完全 一 样 . 
显然 ,Ax 一 0 的 基础 解 系 也 可 取 为 
好 一 (一 1,1,0,0,0)7， 
好 一 (1,0, 一 1,2,0)7， 
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好 一 (1,0， 一 1;0,1)7. 


例 2 设 线性 方程 组 
上 十 zz 十 zs 一 4， 


Zi 十 20 十 TX 二 3， 

Zi 十 2 十 zs 一 4 
试 就 p,t 讨 论 方程 组 的 解 的 情况 ,有 解 时 并 求 出 解 . 
解 ” 对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 (4,5) 做 初等 行 变换 


IL 堵车 
(A 1 2 14 
大 注定 细 
@+DxC—D 4 : ， : 
Bioxcn | 2 : 1 
0 1—pt 1—pi4—3p 
1 8 
Oho 1 0 i: 1 
0 LL 二 太一 
粳 了 和 1 : 3 
lo 1 1-p :42 
0 0 (p—Di:1—4t+i+2pt 
(GD 当 (p 一 1)t 关 0( 即 p 关 1,t 关 0) 时 ,有 了 唯一 解 
其 丑 2t—1 = 1 = 1—4tt2pe 
(p— 1 : (pO— 1)t 


(ii) 当 p==1, 且 1 一 4t 十 2pt 二 1 一 2t 二 0, 即 t= 二 1/2 时 ,有 无 穷 
多 解 ,此 时 


1 2 TY 1 0 了 
(4,D)=>I0 1 0:2|=>|0 1 0i2|. 
0 0 “0 0 0 0i0 


于 是 方程 组 的 一 般 解 为 
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2 = 
x 二 |2| 十 k| 0| (4 为 任意 常数 )， 
0 1 


(iii) 当 p 二 1, 但 1 一 4t 十 2pt 二 1 一 2t 关 0, 即 t 关 1/2 时 ,方程 组 
无 解 . 

(iv) 当 t 二 0 时 ,1 一 比 十 2pt 二 1 隆 0, 故 方程 组 也 无 解 . 此 时 ， 
方程 组 中 第 二 个 与 第 三 个 方程 矛盾 . 

“ 例 3 证 明 : 若 x。 是 Ax=b 的 一 个 特 解 ,x ,…,xy 是 4x 一 0 
的 基础 解 系 , 则 Xo yXo Xi 9Xo 上 线性 无 关 , 且 Ax=b 的 任 一 
个 解 可 表示 为 


bp 
x = kx Dkilxo 十 xi)， 
i=1 


其 中 名 十 有 十 … 十 ,二 1. 
证 设 coxo 十 ci 《xo 十 ) 十 十 cp 《xo 十 x,) 二 0, 即 
(co 十 GG 十 十 cp)Xo 十 GN 十 十 cpxjp 二 0， 
则 必 有 co 十 ci 十 … 十 cp 二 0( 否 则 ,x 二 Hx 十 … 十 Lxp 是 4Ax 一 0 的 
解 , 与 题 设 予 盾 ) ,再 由 xi ，… ,x 线性 无 关 得 c1 ,… ,cs 必须 全 为 
零 , 从 而 co 三 0, 故 xo ;xo 十 Xi ，… ,xo 十 xs 线性 无 关 . 
根据 定理 3. 17,4x 一 的 任 一 个 解 x 可 表示 为 
xX 二 Xo 十 kx 十 … 十 kpxyp 
二 (1 一 和 一 一 kp)xo 十 Ri《xo 十 1) 十 … 十 
ks (xo Xx), 
令 1 一 和 一 … 一 二 oo, 则 十 十 … 十 ,二 1, 命 题 第 二 部 分 
得 证 . 区 
在 例 3 中 ,xi 十 xo，,…,xy 十 xo 都 是 Ax 二 b 的 解 .一 般 来 说 ,如 
果 (4 的 列 数 ) 一 r(4) 二 pz, 则 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 有 且 仅 有 
十 1 个 线性 无 关 的 解 xo,x? ，…,xi , 且 其 任 一 解 可 表示 为 
X= koxo 二 kixi 十 … 十 Roxs， (3.23) 
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其 中 系数 和 十 ki 十 … 十 ,二 1. 这 里 的 系数 不 是 任意 常数 ,一 般 
不 将 (3. 23) 式 称 为 4x 一 的 一 般 解 . 

例 4 设 4 是 5X4 和 矩阵 ,r(4) 一 2, 阅 王 (1,2,0,1)7，xs 一 
(2,1,1,3)" 是 方程 组 4x 一 六 的 两 个 解 ,z 一 (1,0,1,0)” 是 对 应 齐 
次 方程 组 4x 一 0 的 一 个 解 , 试 求 Ax 二 b 的 一 般 解 . 

解 Ax==0 的 基础 解 系 是 由 4 一 r(4) 二 2 个 解 组 成 ,x 二 x 一 
x 二 (1, 一 1,1,2)" 与 x; 是 Ax 一 0 的 两 个 线性 无 关 的 解 ( 即 基础 
解 系 ), 所 以 4x 一 六 的 一 般 解 为 

xX =kixs 十 Ra (Xe 一 Xi) 十 和 
=%iCl,0,1,0)T 十 有 (1 一 1 1,2)7 十 (1 2 0 12 ， 
其 中 ,ks 为 任意 常数 . 
例 5 设 4 元 齐 次 线性 方程 组 (I ) 为 
Xi 二 zs = 0， 
i 一 0., 
4 元 齐 次 线性 方程 组 (CI ) 的 基础 解 系 为 xs 一 (0,1,2,0)7，,x4 一 
0 

(1) 求 线 性 方程 组 (I ) 的 一 般 解 ; 

(2) 线性 方程 组 ( 工 ) 和 ( 开 ) 是 否 有 非 零 的 公共 解 , 若 有 , 求 出 
其 所 有 的 非 零 公共 解 , 若 没有 , 则 说 明理 由 (此 题 实 际 上 是 求 这 两 
个 方程 组 的 解 集 的 交集 ). 

解 (1) 线性 方程 组 (I ) 的 系数 矩阵 


101 0 100 1 
| zd Eu 


0 0 1 一 1/ 行 变换 \0 0 1 一 1 

线性 方程 组 CI )4x 一 0 的 同 解 方程 组 为 Ux 二 0, 即 
Zi 十 zi 一 0， 
和 


取 zz ,zs 为 自由 未 知 量 ,分别 取 zz 1,z 一 0 和 xz 一 0,z 一 1, 得 
其 基础 解 系 
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人 

故 一 般 解 为 x 二 xi 十 kaxs ,其 中 心 ,xs 如 上 ,ki ,ks 为 任意 常数 . 

"(2) 线性 方程 组 ( 卫 ) 的 一 般 解 为 x 二 xs 十 xs. 因此 线性 
方程 组 (I) 和 (本 ) 如 有 公共 和 解 ze , 则 必 有 

Xo 一 kixi 十 RaXs = ksxs + kyxs, 0 

即 AI Xi kx — ksxs— kx =—0. 
这 个 向 量 方程 是 关于 局 ,ks ,ks ,ks 的 4 元 齐 次 线性 方程 组 Bk 一 0， 
其 中 二 [ki ,ks ,ks ,ks]" ,系数 矩阵 


四 忆 一 中 0 1 
1 = 3 
B= (x1,xX,— xXx,C—X) 一 8 a 5 
0 1 0 一 工 
1 从 0 J 
pe 初等 荡 汪 -六 一 二 
( 先 将 第 1,2 行 对 换 ) 机 赤 换 ”| 而 1 二 %| 
0 人 0 0 


取 ks 为 自 由 未 知 量 ,Rs 二 1, 得 Bk 二 0 的 基础 解 系 (只 有 一 个 解 
ki = (一 1,1,2,1)7 

其 一 般 解 为 

天 一 (Ri Ra Ra ks)T 一 A( 一 1,1,2,1)7(4 为 任意 常数 ). 
于 是 , 取 色 二 一 4,ks 一 4 代入 @ 式 , 即 得 线性 方程 组 (I) 和 (五 ) 的 
所 有 非 零 公共 和 解 

xzo 二 一 Xx1 十 Axz 二 4( 一 1, 一 1,1,1)7G 为 任意 常数 ). 

注意 : 如 果 BK 二 0 没有 非 零 解 ( 只 有 零 解 ), 则 (I) 和 ( 卫 ) 没 
有 非 零 公共 解 . 

如 果 线 性 方程 组 (IT ) 也 是 以 4 元 齐 次 线性 方程 组 的 形式 给 
出 , 则 线性 方程 组 (I),( 工 ) 的 解 集 的 交集 ,就 是 将 (I),( 荆 ) 中 所 
有 方程 联 立 在 一 起 构成 的 线性 方程 组 的 解 集 . 


146 


习题 ”补充 题 答案 


(0,1 
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习题 
将 1,2 题 中 的 向 量 a 表示 成 cl ,cz ,aa ,a 的 线性 组 合 : 
1 1 1 1 1 
2 时 1 = | 
l.a 1 ， oa 1 ，a2 _] » Qs 1 » -上 
1 1 = 1 


2. a=(0,0,0,1),a=(1,1, 
yh; 


0,1),as=(2,1,3,1),@s = (1,1,0,0),@ = 


判别 3,4 题 中 的 向 量 组 的 线性 相关 性 : 


3. a =(1,1,1)T ,as=(0,2,5)T ,as =(1,3,6)T. 
4. Bi=(1,—1,2,4)7 ,B=(0,3,1,2)™ ,ps=(3,0,7,14)7. 
5. 论述 单个 向 量 a 二 (oa ,as,… ,a ) 线 性 相关 和 线性 无 关 的 条 件 . 
6. 证 明 : 如 果 向 量 组 线性 无 关 , 则 向 量 组 的 任 一 部 分 组 都 线性 无 关 ， 
中 证 明 ， 车 a ?C2 线性 无 关 , 则 a 十 az yal 一 az 也 线性 无 关 ， 
8. 设 有 两 个 向 量 组 @ ,az ,… ,a, 和 Bi ,B;，…,B, ,其 中 

QI11 Q12 ls 

r= i 二 | eg » 
Ul Up Qi 


Bi ,Bs，…,B; 是 分 别 在 ci az ,…，c: 的 & 个 分量 后 面 任意 添加 xm 个 分 量 b1;， 
Bzj，"… ,Bmj (j 王 1,2，…，s) 所 组 成 的 十 mx 维 疝 量 . 证明， 
(1) 车 a ,aa ,… ,a 线性 无 关 , 则 B11 ,Bs ,… ,Bp, 也 线性 无 关 ， 


(2) 若 B ,B，，… ,p 线性 相关 


; 则 1 ,em ，… s,Q; 也 线性 相关 . 


并 在 R* 和 Rs 中 各 取 两 个 向 量 ( 即 取 s 二 2,k 二 2,m 王 1) 做 几何 解释 ， 


9. 证 明 : ao 十 ca ,as 十 aa ,as 


无 关 . 


10. 下 列 命题 (或 说 法 ?是否 


十 ai 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 wm ,az ,as 线性 


E 确 ? 如 正确 ,证 明之 ;如 不 正确 , 举 反例 : 
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(1) aaz，…an (7 二 2) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 任意 两 个 向 量 线性 
无 关 ， 

(2) a ,gz，…,an (m2) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 有 mw 一 1 个 向 量 线性 
相关 ， 

(3) 车 a ,az 线性 相关 ,Bi ,Bs 线性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数 如 和 ,使 
a 二 ks 一 0 且 十 kz Pp: 二 0, 从 而 使 如 《ai 十 Bi ) 十 ks 《az 十 Bs) 二 0, 故 
a 十 Bi ,az 十 Bp 线性 相关 ， 

(4) 车 a ,az as 线性 无 关 , 则 wa 一 oz ,oa 一 ,as 一 a 线性 无 关 ; 

(5) 若 am ,az as yas 线性 无 关 , 则 a 十 cs ,az 十 caya 十 asyas 十 ci 线性 无 关 
(对 ?个 向 量 的 情况 ,给 出 一 般 的 结论 ) 

(6) 车 a ,ae ，… ,sas 线性 相关 , 则 ai 十 ca ,az 十 ca ,ai 十 anyans 十 oi 线 
性 相关 . 

11. 如 果 a ,cz ,aa ,as 线性 相关 ,但 其 中 任意 3 个 向 量 都 线性 无 关 , 证 明 
必 存 在 一 组 全 不 为 零 的 数 hh ,ks ,ks ,ks ,使 得 

kia tk aks a tk a = 0. 

12. 若 w ,as ，… ,a 线性 无 关 , 证 明 : B ,a ,Qs，…，,a ,线性 无 关 的 充 要 条 
件 是 p 不 能 由 ci ,a: ，… ,a, 线性 表示 . 

13. 求 下 列 向 量 组 的 秩 及 其 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 极 大 
线性 无 关 组 线性 表示 : 

(1) a@=(6,4,1,9,2),@s—=(1,0,2,3,—4), 

@=(1,4,—9,—6,22),@=(7,1,0,—1,3), 
(2) @=(1,—1,2,4),@s =(0,3,1,2),@a3=(3,0,7,14), 
Qs =(2,1,5,6),@s=(1,—1,2,0), 

(3) w 一 (1,1,1),o 一 (1,1, 0)，as 一 (1,0,0) ,a =—=(1,2,—3), 

14. 设 向 量 组 : 乌 一 (1 ,一 1,2,4)，, 皇 一 (0,3,1,2), 拓 一 (3, 0,7，14) ,8 一 
(1,—1,2,0),€s=(2,1,5,6). 

(1) 证 明 ,所 线性 无 关 ; 

(2) 求 向 量 组 包含 名 ,所 的 极 大 线性 无 关 组 . 

“15. 设 4, 也 皆 为 导 阶 矩阵 ,r(C4) 入 2r(CB) 和 2 证 明 ， 

4 0 

) =r(A)+r(B); 

0 BB 


GD 区 ( 
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7 2 
CD 秩 (。 ) >rCa) 十 rCB) (C 为 任意 的 = 阶 答 阵 )， 


“16. 证 明 r(4B) 生 min(r(4),r(B))， 

17. 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXm 矩 阵 ,n 二 m, 证 明 ; 齐 次 线性 方程 组 
(4B)x 二 0 有 非 零 解 . 

“18. 设 4 是 *X7 矩 阵 , 召 是 由 4 的 前 m 行 构成 的 六? 矩阵 .证 明 : 若 
A 的 行 向 量 组 的 秩 为 +, 则 r(B) 之 r 十 双 一 5 

求 下 列 (19 一 22 题 ) 和 矩阵 的 秩 , 并 指出 该 矩阵 的 一 个 最 高 阶 的 非 零 子 式 : 


3 1 一 
0 1 = = 2 
19. . 20. 人 
0 人 次 法 | 
让 让 了 25S 六 
1 100 
: 
2 1 和 0 
3; | 1 8 1 8 2 5 
(vl | 
多 世人 
看 | 
23. 设 A4 是 一 个 mXn 和 矩阵 ,证 明 : 存 在 非 零 的 nXs 和 矩阵 B, 使 AB=0 的 


充 要 条 件 是 r(4) 二 nn. 
“24. 设 A,B 是 同型 矩阵 ,证 明 ; 4 与 B 相抵 的 充分 必要 条 件 是 (A4) 二 
r(B). 
“25. 设 A4 是 mXn 和 矩阵 (mm 过),r(4) 二 m, 证 明 : 存 在 nXm 和 矩阵 B, 使 
AB=T,. 
“26. 证 明 : 若 交 阶 方 阵 4 的 秩 为 >, 则 必 有 秩 为 2 一 ”的 二 阶 方 阵 吾 ,使 
BA=0. 
“27. 证 明 : 任何 秩 为 > 的 矩阵 可 以 表示 为 > 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 ,但 不 
能 表示 为 少 于 > 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 
28. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 及 一 般 解 : 
而 一 区 十 5zr 一 到 二 六 
男士 鸭 二 2 二 3 一 0 
(1) 
3z 一 疙 十 8za 十 zs 二 0， 
Zi 十 3zz 一 9zs 十 7z 一 0.。 


习题 


(2) 


29. 


(1) 


(2) < 
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3 zs 8za 十 2x4 十 zx; 二 0， 
2z1 2xs 3273 7z 十 2z5 一 0， 
Xi 十 llzxs 一 12zs 十 34z4 一 5z5 一 0， 
Zl 5zz 十 27xs 一 16z4 十 3zs = 二 0, 
求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 般 解 : 
2z 十 7zz 十 3zs 十 z= 二 6， 
43z 十 5zz 十 2zs 十 2z: 一 4， 
9zi 十 4zz 十 zs 十 7z: 一 2. 


ZX1 十 Ta Xs 十 Zi 十 5 一 7， 

3z1 二 2z2 二 x 十 芭 一 3 一 一 2 
zz 十 2zs 十 2z: 十 6z5 一 23， 

5zi 十 4zz 十 3zs 十 3z， 一 zs 二 12. 


30. 讨论 p,q 取 何 值 时 ,下 列 线性 方程 组 有 解 、 无 解 ,有 人 解 时 求 其 解 : 
(p+3)z 十 zz 十 2zs 一 思 ， 
的 胞 ] 力 Zi 十 ( 力 一 1) zz 十 za 一 22， 
3(p+1)x H+ pzz 二 (p+3) zs =3. 
1 ny rs “Hg = ls 
3zm 十 2zz 十 Zs 十 一 375 二 ps 
(2) 3 
Ze 十 2zs 十 2z: 十 6zs 一 3， 
5zi 十 4zz 十 3zs 十 3z， 一 zs 二 gq. 
Wi | "gy 
X1— Zz —2x3 一 人 三 4 
(3) 
Zz prs 二 gxi 二 q 一 3， 
mi 十 35 十 273 十 tq 一 2)24 二 gq 十 3。 
31. 设 A 为 mXn 和 矩阵 ,证 明 : 若 任 一 个 n 维 向 量 都 是 Ax==0 的 解 , 则 
A=0. 
32. 设 A 是 mXs 和 矩阵 ,B 是 sXn 和 矩阵 ,x 是 维 列 向 量 .证 明 ; 若 


(4B)x==0 与 Bx 一 0 是 同 解 方程 组 , 则 r(4B) 二 +(B). 


33; 


设 A 是 mXn 算 阵 ,B 是 xnXs 和 矩阵 . 证明: 若 A4B 一 0, 则 r(4) 十 


r(B)<2 (提示 : B 的 列 向 量 是 Ax 二 0 的 解 ). 
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“34. 设 4* 是 二 阶 矩 阵 4 的 伴随 矩阵 .证 明 ， 

, 当 T(4A) 一 7 
(1) r(A* -i IT(4) 一 ?一 1， 
0, 当 TA nl1. 

(2) 14" |=|4|™, 

35. 设 4 是 ” 阶 可 逆 和 矩阵 (xz2) ,证 明 : (A4* )* = 二 |4|"?A. 

36. 设 A 是 nn 阶 矩阵 .证 明 : 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 5b 对 任何 5b 都 有 解 
的 充分 必要 条 件 是 |4| 关 0. 


37. 设 一 Xz 二 a1yX2 一 X33 二 a2 9X3 一 4 一 Q3yT4 一 Xs 二 a49Xs 一 Xi 二 as。 


证 明 : 这 个 方程 组 有 解 的 充分 必要 条 件 为 > ai = 0. 在 有 解 的 情形 下 , 求 出 
它 的 一 般 解 . 


补充 题 


下 列 38 一 44 题 为 选择 题 : 
38. 已 知 ,PB: 是 方程 组 Ax 二 b 的 两 个 不 同 解 ,a ,es 是 对 应 齐 次 方程 
4x 一 0 的 基础 解 系 , 则 Ax 王 b 的 一 般 解 是 : 


CA) 向 十 局 (a 十 ez) 十 妈 了 民 ， (B) 向 二 (os 一 m) 十 色 二 放 ， 


(© ha tblB tp ) + TE: (D) hath(p pr) + 


ME 
NE: 
8 6 9 
P 为 非 零 三 阶 和 矩阵 ,PQ 二 0, 则 : 

(A) 当 二 6 时 r(P) 王 1; (B) 当 t=6 时 r(P)=2; 

(C) 当 研 6 时 rCP) 王 1 (D) 当地 6 时 r(P)==2. 

40. 设 @ 一 (aa yas)To 一 (加 5)T as 一 (cycycs)7， 则 三 条 直线 
aiz 十 5y 十 cG 一 0, (do 十 用 天 0) (i 二 1,2,3) 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 : 

(A) a az ,a 线性 相关 ; (B) aaz ,as 线性 无 关 ; 

(CC) r{a yazyas 一 rta saz); (D) a ,az ,as 线性 相关 ,a ,az 线性 无 关 . 


39. 已 知 CQ 一 
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41. 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,r(4) 二 m(m 二 7),B 是 n 阶 矩 阵 , 下 列 哪个 成 立 ? 

(A) 4 中 任 一 mx 阶 子 式 天 0， (B) A 中 任意 mm 列 线性 无 关 ， 

(C) |ATA|z0; (D) 若 4B=0, 则 B=0; 

(E) 车 r(B)=n, 则 r(4B)==m. 

42. 设 al ,an(aER" ,i 二 1,…,m,m 之 2) 线性 无 关 , 下 列 哪个 成 立 ? 

(A) 对 任意 常数 户 ，…An 有 ki a 十 … 十 ka 二 0; 

(B) 任意 klk 一 1 个 向 量 a 9 线性 相关 ; 

(C) 对 任意 BER",a ，… ,a ;线性 相关 ; 

(D) 任意 kk 二) 个 向 量 as ,ai,，… ,ai, 线性 无 关 . 

43. 设 向 量 a,B8,7 线 性 无 关 ,a ,8 ,6 线性 相关 ,下 列 哪个 成 立 ? 

(A) a 必 可 由 pB,7,6 线 性 表示 ; 〈B) B 必 不 可 由 a,7,6 线 性 表示 ; 

(C) 8 必 可 由 a,B,Y 线 性 表示 ; 〈D) 68 必 不 可 由 a,B,7Y 线 性 表示 . 

44. 设 4 是 4X3 矩 阵 ,r(4) 一 1,5 ,8 ,5 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 
的 三 个 线性 无 关 解 ,下 列 哪个 是 Ax 二 0 的 基础 解 系 ? 

(A) &+€é +é; (B) €1+é.—2€; 

(C) €&—& ,6 —€2; (D) & +é ,b+é. 

45. 设 向 量 组 {a ,az ,as) 线 性 相关 , {az ,as ,a ) 线 性 无 关 . 回答 下 列 问 题 ， 
并 证 明之 . 

(1) a 能 否 由 {a ,as } 线 性 表示 ? 

(2) a@s 能 否 由 {a ,ao ,a 3) 线 性 表示 ? 

46. 设 A 为 nn 阶 和 矩阵 , 若 存 在 正 整 数 k(k 生 2) 使 得 A*a 一 0 但 A4* 'a 关 0 
(其 中 a 为 n 维 非 零 列 向 量 ) ,证 明 : a ,Aa ,… ,A*'a 线 性 无 关 . 

47. 设 A,B 分 别 为 hnXm,mXn 和 矩阵 (n 过 my), 且 4B 二 TCn 阶 单位 矩阵 )， 
证 明 ; B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 

48. 已 知 秩 {a1 yazyas ) 一 秩 {8 ,8: ,8:) ,其 中 ou 一 (1,2, 一 3)7 ,a 一 
(3,0,1)7,a 一 (9,6, 一 7)73 记 一 (0,1, 一 1)7 2 一 (a2 1)7 8: 一 (6,1,0)7， 
且 ps 可 由 wm ,ez ,as 线性 表示 , 求 a,b 的 值 . 


1 a se. a 


49. 设 4 一 
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为 n 阶 矩阵 (nn 宇 3),a€ER ,上 且 r(4) 王 2 一 1, 求 < 

50. 设 n 阶 矩阵 A 的 每 行 元 素 之 和 均 为 零 , 又 r(4) 一 2 一 1, 求 齐 次 线性 
方程 组 4Ax 一 0 的 通 解 . 

51. 已 知 下 列 线性 方程 组 I ,本 为 同 解 线性 方程 组 , 求 参数 m,n,t 之 值 . 

Ti zs Dr — Bs 

1: [== 一 由 一 1 

3 一 一 部 =3, 
zimzs—zxs —z=—5, 

I: | 122 一 2Zs 一 2724 一 一 11， 

2 一 2zx 一 一 1 十 1 

52. 设 a ==(1,2,1)7,p 二 (1, 二 ,0) ,一 (0,0,8)7,4 一 apT,B 一 Pra， 
求解 方程 2B?A?x 二 Atx 十 Bix 十 7. 

53. 设 n 阶 矩阵 A 二 (a ,as，…,@,) 的 行列 式 |A| 隆 0,4 的 前 n 一 1 列 构 
成 的 nX (一 1) 矩 阵 记 为 4 一 (clyaz，a ,1), 问 方程 组 A1x 二 a, 有 解 否 ? 
为 什么 ? 

54. 设 a,B 均 为 非 零 的 n 维 列 向 量 ,A 二 aB 7 ,证明 , 4 中 任 两 行 (或 两 
列 ) 成 比例 . 

55. 设 n 阶 矩阵 A 分 块 为 

All 4 
人 ( a) 
其 中 4 为 & 阶 可 道 矩阵 (&<2 ,证 明 ; 存在 主 对 角 元 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 U 
和 下 三 角 和 矩阵 工 , 使 得 
An 0 
LAU = ( 1 四 
56. 设 A,B 皆 为 n 阶 和 矩阵 .证 明 : 


IB 
(1) | [= (2) |I—AB|=|I—BA|; 
4 工 


(3) det(X4I 一 4B) 一 det(XI 一 BA) (4 为 任意 常数 ). 
57. 证 明 : 车 和 A 是 mXn 和 矩阵 ,r(4) 二 7, 则 存在 mXr 和 矩阵 B,rXn 和 矩阵 
C, 且 r(B) 二 r(C)==r, 使 得 4 二 BC( 提 示 : 利 用 相抵 标准 形 ). 
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58. 设 4, 召 皆 为 2” 阶 矩阵 ,r(C4) 十 r(CB) 一 2 证 明 :存在 可 逆 和 抢 阵 8, 使 
40B 一 0[ 提 示 : 利用 相抵 标准 形 ,A 之 diag(1,…,1,0,…,0),B 之 diag(0,…， 
0,1,.…,1)]. 

59. 证 明 : a ,mz ,…,a,( 其 中 a 关 0) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 a; 
(过 i 和 四 ) 使 得 @; 可 以 由 cl yc ，… ,a ;1 线性 表示 , 且 表 示 法 唯一 . 

60. 证 明 : 向 量 组 w ,cz ,… ,a; 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 

ai 天 Spo = 2,3,. ,5s). 


61. 设 向 量 组 a ,as ,… ,a, 线性 无 关 , 如 在 向 量 组 的 前 面 加 入 一 个 向 量 
B ,证 明 : 在 向 量 组 B ,ai ,as，… ,a, 中 至 多 有 一 个 向 量 a; (1 二 <7) 可 经 其 前 
面 的 ;个 向 量 B ,a ,cz ,… ,a 1 线性 表示 . 并 在 R ;中 做 几何 解释 . 

62. 证 明 : 在 nn 维 向 量 空间 R" 中 ,车 向 量 a 可 经 向 量 组 cl ,as ,… ,a; 线性 
表示 , 则 表示 法 唯一 的 充分 必要 条 件 是 向 量 组 a ,az ,… ,a; 线性 无 关 . 

63. 设 A 是 n 阶 矩阵 ,r(4) 二 1. 证 明 : 


a 


(CD A= | | Bsb ees bs) (2) 如一 上 4， 


Un 
Qi a Qln 
U2 Ud22 "U2n 次 
64. 设 4 一 ， 了 了 ? 
dml dm?2 i Cr Yn 


b= (b,b sbn) Ts X= (Xs Tas Ln). 

(1) 证 明 ; 若 Ay 一 b 有 和 解 , 则 4" x 二 0 的 任 一 组 解 zi ,zz ，,… ,zn 必 满足 

方程 
Zi 十 baxz 十 … 十 bnzn 一 0. 
(2) 方程 组 Ay 一 b 有 和解 的 充 要 条 件 是 方程 组 
AT 0 
be )* (1) 

无 解 (其 中 0 是 nX1 零 矩阵 ). 

65. 设 A 是 一 个 mXn 和 矩阵 ,m 过 n,r(4) 二 m, 齐 次 线性 方程 组 Ax==0 的 
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一 个 基础 解 系 为 
b: = (ba yp Do) 一 12 一 7 
试 求 齐 次 线性 方程 组 


pe =0,1= 1,2," nn—m 
的 基础 解 系 所 含 解 向 量 的 个 数 ,并 求 出 一 个 基础 解 系 . 

66. 设 mXn 和 矩阵 A 的 m 个 行 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 Cx 一 0 的 一 个 基 
础 解 系 , 又 B 是 一 个 m 阶 可 逆 和 矩阵 .证 明 : BA 的 行 向 量 也 是 Cx 二 0 的 一 个 
基础 解 系 . 

67. 证 明 : 若 4 为 导 阶 矩阵 (z>1), 且 14|=0, 则 |4| 中 任意 两 行 (或 列 ) 
对 应 元 素 的 代数 余子 式 成 比例 . 

68. 设 A 是 (n 一 1)Xn 和 矩阵 ,|A4; | 表示 4 中 划 去 第 j 列 所 构成 的 行列 
式 . 证 明 ， 

(1) (一 |4 | ,1421,…,( 一 1)"|4,1)” 是 Ax==0 的 一 个 解 ， 

(2) 车 |4; 10 二 1,2,…, 台 不 全 为 零 , 则 (1) 中 的 解 是 Ax=0 的 一 个 基础 
解 系 . 

69. 若 4 为 一 个 n 阶 和 矩阵 ,上 且 4? 二 A, 证 明 

r(A)+r(A—D=n. 
70. 若 4 为 一 个 n 阶 和 矩阵 , 且 4? 二 了 ,证 明 
r(A+D+r(A—D=n. 
71. 设 A,B 丝 为 n 阶 方 阵 , 证 明 
r(AB) >r(A)+r(B)—n. 
并 问 : 若 A 二 (ay ) ,xn，B 王 (By )wxn， 上 述 结论 是 否 成 立 ? 
(提示 : 利用 3. 3 节 定 理 3.11、 性 质 3 及 18 题 结论 .或 利用 15 题 结论 .》 
72. 设 向 量 组 w 一 (au ,az ，… aw)T(j 二 1，2,…,n). 证 明 : 如 果 
| az| 祠 也 | |, i= 1,2,.…,n, 
ji 
则 向 量 组 w ,cz ,… ,an 线性 无 关 . 
(提示 : 用 反 证 法 , 取 4 二 (a ,ww，…,a,), 设 Ax 一 0 的 非 零 解 x 的 分 量 |zxi | 之 
[3% | 77 ) 
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答案 
1 于 a 十 十 ws 一 二 ms 一 地 a 
al 一 aa 。 3. 线性 相关 . 4. 线性 相关 . 
. a 一 0 线性 相关 ,a 隆 0 线性 无 关 . 
. 利用 定理 3. 2. 
. 必要 性 用 反 证 法 ,并 利用 定理 3. 4. 

10. (1) 充分 性 不 成 立 . (2) 必要 性 不 成 立 . (3) 推理 不 正确 ,结论 不 成 
立 . (4) 命题 不 正确 ,a 一 ws ,oz 一 aa ,as 一 ai 是 线性 相关 的 . (5) 命题 不 正确 (> 
为 奇数 时 ,线性 无 关 ;n 为 偶数 时 ,线性 相关 ). (6) 命题 正确 . 

11. 用 反 证 法 . 

12. 必要 性 和 充分 性 都 用 反 证 法 . 

13. (1) 秩 为 3;@i ya ,as ja 一 a 一 5 o, (2) 秩 为 33a oa yadia 一 3m 十 om 
@; 二 Qi 一 Qi 一 @2. (3) 秩 为 3;@ ya yaa ja 一 5 一 3 w 一 as. 

14. (2) & ,€,,&,. 

15. (1) 用 秩 的 定义 或 用 初等 变换 化 为 标准 形 . (2) 用 秩 的 定义 及 第 8 
题 中 命题 (2) 的 逆 命 题 不 成 立 . 

17, 用 16 题 的 结论 ,证 明 秩 (4B) 二 m. 

18. 4 的 前 m 个 行 向 量 的 极 大 无 关 组 (其 中 有 r(B) 个 向 量 ), 与 4 的 后 
5s 一 4 个 行 向 量 合 在 一 起 构成 的 向 量 组 ,其 向 量 个 数 宇 7. 


© mo na 


J 3 5 pe 1 
和 | 和 ee 20, | 一 和 一 2 人， 
0 0 4 3 3 


22. 非 零 子 式 最 高 阶 数 为 4. 
25. 利用 A 的 相抵 标准 形 , 即 PAQ= (五 ,0) ,AQ= (P71! ,0). 
I 0\， _/C 
26. 由 Pa0=(0 0 得 Pa 一 ( 。),C 是 -xz 矩阵 
27. 将 相抵 标准 形 化 为 > 个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 ,后 一 部 分 的 证 明 , 用 反 
证 法 及 3. 3 节 性 质 1. 
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工 
28, (0) (一 到 ,本 10) 二 (一 1, 一 2,0,D， 


(2) 如 ( 袁 , 卫 ,1,0,0) 十 如 ( 旦 ,25,0,1,0) 十 名 
(- 去 ,一 ,oo1) . 


295 C1 8800, =10)7 =0101D "TE (一 人 051550》75 
(2 (= 123 00707T | = 1 0 0 b(t 20, ,0 二 
ks(5,—6,0,0,1)"T, 

30. (1) p= 二 0 或 p= 二 1 无 解 ,pp 隆 0 且 p11 有 唯一 解 ， 
_P 二 Pp 一 15p+9 _p; 十 12p 一 9  _ 一 4 十 3p? 十 12p 一 9 
fp pr(p—1) 

(2) p 关 0 或 gq 关 2 无 解 ,p 一 0 且 q 二 2 有 无 穷 多 解 :( 一 2,3,0,0,0)" 十 

已 (1, 一 2,1,0,0)7 十 已 (1, 一 2,0,1,0)7 十 ta (5, 一 6,0,0,1)T， 


We 
(3) @ p 关 2,g 关 1 有 唯一 解 ,@ gq 二 1 时 ,无 解 ,@ pg 


g 二 4 时 ,有 无 穷 多 解 &(0, 一 2,1,0)T 十 (一 4, 一 7,0,2)T,@ 2 一 2,9 天 4 时 ， 
无 解 . 

31. ge 一 (0,…0,1,0，…0)7(G 一 1,2,…,2) 是 解 , 即 4e: 一 0, 再 利用 拢 
阵 分 块 乘法 . 

34. 利用 4" 的 定义 ,44" 二 |4|I, 及 33 题 的 结论 . 

36， 必要 性 用 反 证 法 . 设 |4| 二 0, 证 明 存 在 b, 使 得 秩 (A4,b) 隆 秩 (A4)， 

37, (a 二 Qs 二 asTa saz 二 Gs 二 Ta sas 二 Ta sa 0)T Tk 1,1,1,1)T. 

38. B. 39. C. 40. D. 41. E. 42. D. 43. C. 44. C. 

45. (1) 能 (因为 cs ,as 线性 无 关 ); (2) 不 能 (否则 ,as 能 由 cz ,as 线性 表 
示 , 这 与 az ,ai ,as 线性 无 关 矛 盾 ). 

46. 利用 定义 , 设 ci a 十 csha 十 … 十 ciA“!@ 二 0, 等 式 两 端 左 乘 4 和 1 ,可 
推出 a 二 0, 同 理 , 类 似 地 可 推出 一 … 一 c 一 0. 

47. 由 (4B) 王 n 可 推出 1(B) 二 n( 即 B 的 个 列 向 量 线性 无 关 ), 因 为 
若 r(GB) 一 2, 则 r(4B) 一 2. 


21 


48. < 一 15,2 一 5. 49. Be 
一 
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50，x 一 &A(1,1,… ,1), 为 任意 常数 ， 

Sl1. m=2,n=4,t= 6. 

52. x 二 k(1,2,1)T 十 (0,0, 一 1/2)T,k 为 任意 常数 . 

53. 无 解 . 因为 r(A1) 二 nn 一 1,r(Ai as) 一 7 

54. 因为 0 二 r(4) 志 1, 所 以 1(4)= 二 1, 从 而 4 中 任 两 个 行 向 量 ( 或 列 向 
量 ) 均 线性 相关 , 即 成 比例 . 

下 0 I —Am A 

一 AuAi 工 小 S| ): 


多 
bb 


57. 利用 相抵 标准 形 得 aA- (oY 0) 2 并 用 (。 “WR 


0 0 
I 0 I 0 
bo “he 

59. 必要 性 : 使 有 u 十 已 @z 十 … 十 ha, 二 0 成立 的 所 有 不 为 零 的 系数 
中 , 必 有 一 个 最 小 的 下 标记 使 关 0, 但 名 二 00j 记 让; 再 证 1<i<r, 且 a， 
Qa ，… ,Qi-1 线 性 无 关 ( 这 里 的 证 明 用 反 证 法 ). 

61, 用 反 证 法 , 设 有 两 个 向 量 w 与 a; 分 别 可 用 其 前 面 的 向 量 线 性 表示 . 

62. 必要 性 用 反 证 法 . 

63. r(4) 一 1 即 有 和 4 的 每 行 向 量 成 比例 . 

64. (1) 利用 天 三 六 4 证 明 x 二 0. 

65. 利用 非 齐 次 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 为 增 广 矩阵 的 秩 等 于 系数 
矩阵 的 秩 ， 

66. 记 B= 二 (bi,b，…,b,»), 根 据 4B 一 0 及 BT4I 一 0, 讨 论 By 一 0 
的 解 . 

67. 利用 34 题 的 结论 . 

69,70. 利用 3.4 节 例 3 的 结论 及 3. 3 节 性 质 1. 


5 .二 ( 


向 量 空间 与 线性 变换 


本 


2 


向 量 空间 与 线性 变换 是 线性 代数 的 核心 内 容 , 由 于 受 学 时 的 
限制 ,我 们 只 能 介绍 它们 的 一 些 基 本 内 容 . 

首先 ,我 们 将 在 上 一 章 给 出 的 维 实 向 量 空间 R" 的 定义 及 线 
性 相关 性 概念 的 基础 上 ,讨论 及 "的 基 与 向 量 在 基 下 的 坐标 以 及 基 
变换 和 坐标 变换 ,进而 在 及 "中 引入 向 量 的 内 积 运算 ,建立 2” 维 欧 
氏 空 间 的 概念 并 讨论 它 的 结构 . 然后 ,我 们 再 在 及 "的 基础 上 进 一 
步 抽象 出 一 般 线性 空间 (向 量 空间 ) 的 概念 ,并 讨论 有 限 维 线性 空 
间 的 结构 . 关于 内 积 空间 和 一 般 欧 氏 空间 的 基本 概念 , 仅 在 附录 中 
作 简 要 的 介绍 . 

关于 线性 变换 ,我 们 主要 是 讨论 R" 的 线性 变换 以 及 它 的 矩阵 
表示 . 


4.1 R" 的 基 与 向 量 关 于 基 的 坐标 


我 们 知道 R* 中 的 个 单位 向 量 e; 二 (0,…,0,1,0,…,0) (i 二 
1,…,n) 是 线性 无 关 的 ;一 个 阶 实 矩 阵 A 二 (a5),x,, 如 果 |A| 考 
0, 则 A 的 n 个 行 向 量 和 个 列 向 量 也 都 是 线性 无 关 的 . 在 上 一 章 
还 讲 过 :及 * 中 任何 2 十 1 个 向 量 都 是 线性 相关 的 ,因此 ,由 定理 3.3 
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(0，…0,1, 一 1)7, 凡 一 (0 ,0,1)T. 

求 向 量 a 二 (a ,as,…,a,)" 分 别 在 两 组 基 下 的 坐标 . 

解 a 关于 自然 基 Bi 二 {ei,es,…,e,), 显 然 有 a 一 aiel 十 
azBi 十 十 an er， 所 as 一 (al ay，… ao) 7 

设 a 关 于 Bs 有 


Xl 
TT2 
Qa= TihBizBi+ 二 zB = (BpB ,BpB)| |， 中 


将 以 列 向 量 形式 表示 的 a "BpB ,PB YE 8- ,8B. 代 入 @ 式 ,得 
1 Qs 0 0 


wy al 
Ma 1 1 0 0 0 
i ee 了 
su 人 ls © 
0 人 1 0 Tel Ql 
2 a 
0 “让 
解 非 齐 次 线性 方程 组 @, 即 得 
1 al 
Xz al 十 as 
wa | | b 
| Cm 7 hs 
Tn ai 十 as ee | i 


由 例 1 可见,R" 中 同一 个 向 量 关 于 不 同 基 的 坐标 一 般 是 不 同 
的 . 因此 需要 一 般 地 讨论 基 变 换 与 坐标 变换 的 问题 . 

为 了 得 到 R" 中 同一 向 量 关于 两 组 基 所 对 应 的 坐标 之 间 的 关 
系 , 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 4.1 设 B={a,@s，,…,as) 是 RR" 的 一 组 基 , 且 


4.1 了 腿 "* 的 基 与 向 量 关 于 基 的 坐标 161 


nh aaTad QT" Tan Qn 


P4122 QT A222 QT TT An Qn 


(4. 3) 
N= Ql al 十 aan as 十 … 十 ann an。 
则 六 ,六 ,加 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
QI dl2 dln 
dethA= | "|.0. (4. 4 
Qn adn a 


证 ”由 (4.3) 式 得 二 Sa Qi(j 二 12 0) ;四 ;和 
线性 无 关 的 充 要 条 件 是 方程 


本 六 (2 wzri)a= 0 OO 
只 有 零 解 zj; 二 0 二 1,2,*…,n). 
由 于 a ,cs ，… ,a 线性 无 关 , 由 外 式 得 


Dasz, = 0 (i = 1,2,.,n). @ 
因此 ,方程 @@ 只 有 零 解 ( 即 齐 次 线性 方程 组 @@ 只 有 零 解 ) 的 充 要 条 
件 是 @ 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 即 (4. 4) 式 成 立 . 国 


设 Bi 一 {aya，…as) 和 了 一 { 信 »72 ,1} 是 及 "的 两 组 基 
(分 别称 为 旧 基 和 新 基 ) ,它们 的 关系 如 (4. 3) 式 所 示 ,将 (4. 3) 式 表 
示 成 矩阵 形式 
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(@/ J 一 和 (4.5) 
Qn dn ”Qnr 
记 (4. 5) 式 右面 的 矩阵 为 4( 注 意 : 4 是 (4.3) 式 中 i ,as,… ,a 的 
系数 矩阵 的 转 置 ) ,为 叙述 简便 ,(4. 5) 式 可 写作 
(入 ， 六 多) 一 《al ya 和 yan) 人 A. (4. 6) 
定义 4.2 设 R" 的 两 组 基 Bi 一 {a1,as，…,an)} 和 了 :一 
{ 六 六， 也 )} 满 足 (4. 5) 式 的 关系 , 则 (4. 5) 中 矩阵 4 称 为 旧 基 Bi 
到 新 基 B; 的 过 渡 和 矩阵 (或 称 4 是 基 Bi 变 为 基 Bs 的 变换 矩阵 ). 
根据 定理 4.1, 过 渡 和 矩阵 A 是 可 逆 的 ,4 中 第 j 列 是 新 基 的 基 
向 量 刀 在 旧 基 {aa ,az ,… ,a,} 下 的 坐标 . 
定理 4.2 设 向 量 a 在 两 组 基 Bi 一 {gi,as,…,a,} 和 了 :一 
{ 六 六， 人) 下 的 坐标 向 量 分 别 为 
X 一 (Zily7Zs SA 和 二 (ya » V2 ya 
基 Bi 到 基 B; 的 过 渡 和 矩阵 为 4, 则 
Ay 二 x 或 y= 二 Ax. (4.7) 
证 由 已 知 条 件 , 有 (4. 6) 式 成 立 , 且 
a = Xi Qt zz azt 二 Toa 


一 yi 二 yz Pp 二 二 Yn 


Xz 
Q = (ga) | .|= (pp) 
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Wn i 
一 《al yaz an)A i = (alyaz，… ar) |A 
Yn Vn 
由 于 a 在 基 gi ,as ,… ,a 下 的 坐标 是 唯一 的 ,所 以 
Ay 一 x 或 y= 二 A 1x. 国 


例 2 已 知 R? 的 一 组 基 B: 一 (8 ,8 ,BB) 为 B 一 (1,2,1)" ,一 
(1， 1,0)7 (1,0， 1)7, 求 自然 基 B; = {el ,ez ,es } 到 了 B， 的 过 
渡 矩 阵 4. 


Bi =e +2 ete, 
解 由 | ez， 


B=—e = 
即 
1 1 1 
(Bi ,B,,B;) = (ei,e, ,es) : = 二 下 
1 .=—L 
得 
1 . 1 
A=|2 一 1 中 
J QL 


由 例 2 可 见 ,在 及 * 中 由 自然 基 Bi 二 {e1,es,…,e,} 到 基 B, 一 
{BB ,B ,及 } 的 过 渡 和 矩阵 4, 就 是 将 B ,B，,… ,B 按 列 排 成 的 矩阵 . 

例 3 已 知 R? 的 两 组 基 为 Bi 一 {a1,as,as) 及 B, 一 {pi,pB;， 
民 }) ,其 中 

a 一 (1,1,1)7， ww 一 (0,1,1)7， m= (0;051)T, 

B= (1,0,DT, B= (0,1, 一 1D)7， B= (1,2,0)7. 

(D 求 基 Bi 到 基 B; 的 过 渡 和 矩阵 4;(ii) 已 知 a 在 基 Bi 下 的 华 
标 为 (1 ,一 2, 一 1)", 求 a 在 基 B， 下 的 坐标 . 
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解 GD 设 
(B ,BP ,B;) = (alyazyas)|as az asza |. 


将 以 列 向 量 形式 表示 的 两 组 基 向 量 代入 上 式 ,得 


1 @ 1 1 0 0llan aa als 
0 1 2|= |1 1 0|llan as 9 
是 .3 业 届 1 1 Jesa as ass 
故 过 渡 和 矩阵 
Ql al Ql 他- 位 0 1 
4 一 |asl az? = 一 1 | 灿 
d3l 4d3? 033 Ye le Lv -0 
1 9 站 Q: 1 1 0 
= | 一 1 1 i 2 


下 1 
0 1 = | 一 1 业 ls 
(0 下风 1 2 


(ii) 根据 定理 4.2 的 (4.7) 式 ,得 a 在 基 B, 下 的 坐标 


1 1 0 一 2 —1]f 1 5 
y=A1|—2 1 一 3 —2||—2 7|. 
ys | sy 和 


此 题 的 另 一 解法 : 先 求 出 a , 即 
aa 一 am 一 2a 一 a 一 (1, 一 1, 一 2)7， 

然后 按 “a 二 yi BB 十 ys 尿 十 y 羽 , 解 出 坐标 (ya ,ys ys) 

利用 定理 4. 2 的 结论 ,容易 得 到 平面 直角 坐标 系 中 坐标 轴 旋 
转 的 坐标 变换 公式 . 

设 平面 直角 坐标 系 逆 时 针 旋 转 6 角 ( 如 图 4.1 所 示 ), 在 Oxy 
坐标 系 中 , 取 基 e1 二 i,es 一 j; 在 Oz y 坐标 系 中 取 基 e' 二 六 ,es 二 
六. 则 
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人 (cosg)el 十 (sing)e: ， 


e 一 (一 sinb)el 十 (cosg)e:. 


即 
(BD) = Cem) 8 一 ee 
Sin0 cos0 
于 是 向 量 a 在 基 {@ »€2 } 和 {@&,e2) 下 的 坐标 (zl ,1) 和 (zi ,yi) 满 足 
关系 式 


dn en ee nd 
4.2 R" 中 向 量 的 内 积 ”标准 正 交 基 和 正 交 矩阵 


4.2.1 n 维 实 向 量 的 内 积 , 欧 氏 空间 


在 前 面 讨论 的 维 实 向 量 空间 中 ,我 们 只 定义 了 向 量 的 线性 
运算 , 它 不 能 描述 向 量 的 度量 性 质 ,如 长 度 、 夹 角 等 . 在 三 维 几 何 空 
间 中 ,向 量 的 内 积 ( 即 点 积 或 数量 积 ) 描 述 了 内 积 与 向 量 的 长 度 及 
夹 角 间 的 关系 . 由 内 积 定义 

a.b= lal |bl cos(a,b), 
可 以 得 到 
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cos(a,b) = CA ， lall = vata. 
all lell 


若 4 二 qii 十 asj 十 aak, 简 记 为 a= 二 (a1,as ,a3);b 二 bi 十 bsj 十 
bak, 简 记 为 0 一 (5b1,b; ,bs). 由 内 积 的 运算 性 质 和 内 积 的 定义 ， 
可 得 


0。D 一 ap 十 azps 十 asps. 

现在 我 们 把 三 维 几 何 向 量 的 内 积 推广 到 ” 维 实 向 量 , 在 ” 维 
实 向 量 空间 中 定义 内 积 运 算 , 进 而 定义 向 量 的 长 度 和 夹 角 ,使 维 
实 向 量具 有 度量 性 . 

定义 4.3 设 a 一 (ai,az,*…,a,)" 和 B 二 (bi,bs,*…,b,)"ER"，, 
规定 a 与 8 的 内 积 为 

(a, 8B) 一 ap 十 azps 十 … 十 arp 

当 a, B 为 列 向 量 时 , (a, 8) 一 ca78 一 bra . 

根据 定义 ,容易 证 明 内 积 具 有 以 下 的 运算 性 质 ， 

(D (a, B)=(B ,a); 

(ii (ca 十 B, 7)=(a, 7)+(B, 7); (4. 8) 

(ii) (ka, B)=kCa, B); 

(iv) (a ,a ) 之 0, 等 号 成 立 当 且 仪 当 a 一 0. 
其 中 a, 8, 7 ER",kER. 

由 于 向 量 a 与 自身 的 内 积 是 非 负 数 , 于 是 我 们 如 三 维 几 何 空 
间 中 那样 ,用 内 积 定义 n 维 向 量 a 的 长 度 . 


定义 4.4 ”向 量 a 的 长 度 上 |a = 二 V(a ,aj). (4.9) 
定理 4.3 向 量 的 内 积 满足 
| (ee,8)|I 委 all81， (4. 10) 


(4. 10) 式 称 为 柯 西 - 施 瓦 茨 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 . 
证 当 pB 二 0 时 ,(a, BB) 二 0, 18 二 0,(4.10) 式 显然 成 立 . 
当 B 关 0 时 , 作 向 量 a 十 :B86 (CiER), 由 性 质 (iv) 得 
(atiB ,atiB)=0. 
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再 由 性 质 (D ,(iD ,(iiD 展 开 上 式 左 端 得 
(aya) 十 2(a,B)t 十 (8, B)t 0. 
其 左 端 是 1 的 二 次 三 项 式 ,上 且 系数 (8B, 8)>0, 因 此 判别 式 
4(a, B)’—4(a,a)(B,B)<O, 
即 (a,B)’<(a,a)(B,B)= all’:l gpl’, 
故 | la,B)|<lallpl. 国 
读者 不 难 证 明 ,定理 4. 3 中 (4. 10) 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 
件 为 a 与 8 线性 相关 ， 
当 e 二 (41 ,az ,44) 7B 二 (B15bs，…,b,) ”时 ,利用 定理 4.3 
可 得 
(Dab:)’ 过 (Pa) (D5). (4.11) 
由 于 内 积 满足 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 , 于 是 我 们 可 以 利用 内 积 


定义 向 量 之 间 的 夹 角 . 
定义 4.5 ”向量 a, 8 之 间 的 夹 角 定义 为 


(a, B) = arccos [有 (4.12) 


由 定义 4.5 立即 可 得 : 
定理 4.4 非 零 向 量 c, 8 正 交 (或 垂直 ) 的 充分 必要 条 件 是 
Ca，B8) 一 0. 
由 于 零 向 量 与 任何 向 量 的 内 积 为 零 , 因 此 ,我 们 也 说 零 向 量 与 
任何 向 量 正 交 . 
在 三 维 几 何 空 间 中 ,向 量 a, 8 ,a 十 8 构成 三 角形 ,三 个 向 量 的 
长 度 满足 三 角形 不 等 式 
| ez 二 81 入 el 十 | 81. (4. 13) 
当 a 1B8 时 ,三 个 向 量 的 长 度 满足 勾 股 定理 
| at+pBll:= | al?+l gpl’. (4. 14) 


168 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


在 定义 了 内 积 运 算 的 n 维 向 量 空间 中 ,三 角形 不 等 式 和 勾 股 
定理 仍然 成 立 . 下面 给 出 它们 的 证 明 : 
at+pB ll*=(a +B,at+B)=(a ,a)t2(a, B)+(B,B) OD 
<lal’+2lal lpgl+tilel’ @ 
=(lla | 十 上 8122， 
故 le 二 Bl1 委 lell 二 181. 
上 面 @ 式 到 @ 式 是 利用 了 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 
当 a 18 时 ,@ 式 中 (ec, BB) 二 0, 于 是 就 有 
at+Bll?= | al:+| pl’. 
定义 4.6 定义 了 内 积 运 算 的 n 维 实 向 量 空间 称 为 n 维 欧 几 
里 得 空间 (简称 欧 氏 空间 ) , 仍 记 作 R”. 


4.2.2 标准 正 交 基 


在 nr 维 欧 氏 空间 R" 中 ,长 度 为 1 的 单位 向 量 组 : 
@= (1,0,0,°,0)T ,es= (0,1,0,°,0)T,*., 
= (0,0,0,.…,1)7, 

显然 是 两 两 正 交 的 线性 无 关 的 向 量 组 ,我 们 称 它 为 R" 的 一 组 标准 
正 交 基 . 然而 ,n 维 欧 氏 空间 的 标准 正 交 基 不 是 唯一 的 ,为 了 说 清 
楚 这 个 问题 ,我 们 先 证 明 下 面 的 定理 ,给 出 标准 正 交 基 的 一 般 定 
义 ,然后 介绍 由 R" 中 个 线性 无 关 的 向 量 构造 一 组 标准 正 交 基 的 
施 密 特 正 交 化 方法 . 

定理 4.5 R" 中 两 两 正 交 且 不 含 零 向 量 的 向 量 组 ( 称 为 非 零 
正 交 向 量 组 )a ,az ,… ,a; 是 线性 无 关 的 . 

证 设 ki ai 十 Ra az 十 … 十 Ra 一 0， 


则 (a Da) = klare) = 0 i = 1,2," 


由 于 (a; ja 0 故 二 0,i 二 1,2,…,s. 因此 ,al,as，…,a; 线 性 
无 关 . 
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定义 4.7 设 ai ,as,…,a,ER", 若 
全 i=j,.. 
(aiyaj) 一 1 一 1 2，…，7. (4.15) 
和 站 
则 称 {a ,as ，,…,a,} 是 R" 的 一 组 标准 正 交 基 . 
例 1 设 B={ai,as，…,an} 是 RR "的 一 组 标准 正 交 基 , 求 
R" 中 向 量 p8 在 基 B 下 的 坐标 . 
解 设 B 二 zi a 十 zz @z 十 … 十 Xsan, 将 此 式 两 边 对 a;(j 王 1， 
2,…,n) 分 别 求 内 积 , 得 
(Bsa;)= (zi oa 十 Za az 十 十 Zaanyaj) 


= Scare = Zij(@j Qj) = Xj, 
i=1 
故 B 在 标准 正 交 基 ai ,as,… ,a 下 的 坐标 向 量 的 第 j 个 分 量 为 
x; = (B ,a ;), 7 一 1,2，…，71， 


在 R“ 中 取 i,j,k 为 标准 正 交 基 , 例 1 中 的 zi ,zz ,zs 就 是 8 在 
i,j,k 上 的 投影 . 


4.2.3 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 


施 密 特 正 交 化 方法 是 将 及 * 中 一 组 线性 无 关 的 向 量 a1 和 
a 做 一 种 特定 的 线性 运算 ,构造 出 一 组 标准 正 交 向 量 组 的 方法 . 
我 们 先 从 R* 的 一 组 基 {ai ,az ,as } 构 造 出 一 组 标准 正 交 基 , 以 


揭示 施 密 特 正 交 化 方法 的 思路 和 过 程 . 
令 有 =ai ,将 w 在 所 上 的 投影 向 量 ( 见 图 4. 2) 
(as )a 一 Y= | a; | cos (a; 有 ) 二 由 一 2 
记 作 
一 一 Ai pB » 
其 中 hs 一作 ,再 取 


B= as— Y= a ki B, 
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则 8: Lp (如 图 4.2 所 示 ). 由 于 as 与 a1,as 不 共 面 ,所 以 as 也 与 
及 ,B: 不 共 面 , 如 果 记 ws 在 有 ,BB 平面 上 的 投影 向 量 为 7 , 即 
7 一 〈as)a 十 (as)a = 7is 十 os 一 Rs Bt kzs B. 


_ 《aas)B) _ (ag; ,BRB) 
其 中 As (CR 8 kz (BsB)’ 并 取 
B= as— Y= as— kis BP— kzs 应， 
则 Bs LBi 且 pB，| Bs( 如 图 4. 3 所 示 ). 


| Bs=03-y; 


人 ou- 有) 有 


图 4.2 图 4.3 


如 此 求 得 的 Bi ,8: ,B; 是 两 两 正 交 的 非 零 向 量 组 . 再 将 PB ,p: ， 

Bs 单位 化 , 即 取 
Vw— TT 1- 12,3. 
则 { ;办 ;办 ) 就 是 R' 的 一 组 标准 正 交 基 . 

从 上 述 正 交 化 过 程 所 获得 的 启示 ,由 及 "中 线性 无 关 的 向 量 组 
aiyasz,…，an 也 可 类 似 地 构造 出 一 组 标准 正 交 的 向 量 组 妨 ， 
六 ，… 加 ,其 步骤 如 下 : 

取 

有 一 aa， 
B= a ki B, 
由 于 有 ,@ 线 性 无 关 , 所 以 B& 隆 0, 为 使 ,及 正 交 , 即 
(B: ,B.)= (ast ki B ,BP) 


4.2 民 " 中 向 量 的 内 积 ”标准 正 交 基 和 和 正 交 算 阵 


EE (as ,Bi) 十 (Bi ,B.) 一 0， 


便 得 
开 Ca (oz ,PB1) 
入 (Bi ,B1)” 
再 取 


B= as 十 kz B+ kis B * 
使 (B ,BL) 二 (Bs,&) 二 0, 又 得 
(as,B) ， 加 (as ;Be 
(PB ,Bi) CB, ,B:) 


Ri1s 


继续 上 述 步骤 ,假定 已 求 出 两 两 正 交 的 非 零 向 量 pB ,ps ，… 


B-: ,再 取 
B= ajt kj;1,; Bit +t kz Bit ki; Bs 
为 使 B 与 B:(i 二 1,2,…,j 一 1) 正 交 , 即 
(B;,B) = (a;,B) + ks (Bi,B:) 一 0， 


即 得 
和 = El 
故 


i i ee (aj;,B) _ (ai 应) a 《ai ,PB;1) E 
Ba (8,B) PB (BB)P BB Br 


(4.16) 
因此 , 令 pB 二 a ,并 在 (4. 16) 式 中 取 j 二 2,3,…,m, 就 得 到 两 两 正 
交 的 非 零 向 量 组 B ,B,…,B, (它们 都 是 非 零 向 量 的 证 明 留 给 读者 


去 完成 ). 再 将 它们 单位 化 为 
Pn 


其 中 一刻 BI"j 一 1,2,…,m, 这 就 由 线性 无 关 的 a We 
构造 出 了 标准 正 交 向 量 组 7 ;为 ，…,'. 这 个 正 交 化 过 程 称 为 施 


密 特 正 交 化 方法 . 


. 
9 


9 
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如 果 {@ ,a ,…，ax} 是 及 "的 一 组 基 , 按 施 密 特 正 交 化 方法 , 必 
可 构造 出 R* 的 一 组 标准 正 交 基 { 坟 ,为 ,…, 胃 }. 由 此 可 见 ,R* 的 标 
准 正 交 基 不 唯一 . 在 R 中 ,任何 单位 长 度 的 两 两 正 交 的 三 个 向 量 
都 是 它 的 标准 正 交 基 . 

例 2 已 知 B= {a ,az ,a3 } 是 及 :的 一 组 基 , 其 中 

a= (1,—1,0),as= (1,0,1),as= (1,—1,1). 

试用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 B 构造 R 的 一 组 标准 正 交 基 . 

解 取 BB 一 a 一 (1, 一 1,0)， 


(az， ) 
B= 对 


= (1,0,1) eo 1,0) (寺村 


i 
Boa Cg,8) PB cp,B) P 


i 0 eg 
= C=1,1) $ (zz'1) 2 (1, 一 1,0) 


ee 
( 8 3.3 让 
再 将 B ,B; ,B; 单 位 化 ,得 R ?的 标准 正 交 基 为 


4 = 
?一 二 TA- (万 ' 矶 ,路 


5 
天" 大) 
人 | 
PTBTR "A A 


G> 


3 
= i 记 TR= ( 圭 ， 


i 


4.2.4 正 交 和 矩阵 及 其 性 质 
正 交 抢 阵 是 一 种 重要 的 实 方 阵 , 它 的 行 、 列 向 量 组 皆 是 标准 正 
交 向 量 组 . 下 面 先 给 出 正 交 矩阵 的 定义 ,然后 讨论 它 的 性 质 . 


4.2 民 " 中 向 量 的 内 积 标准 正 交 基 和 正 交 挎 阵 173 


定义 4.8 设 4ER” ,如 果 474 一 工 就 称 4 为 正 交 矩 阵 . 
定理 4.6 A 为 n 阶 正 交 算 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 列 向 量 
组 为 R" 的 一 组 标准 正 交 基 . 


Qn dn * dnn 


按 列 分 块 为 Ca Hg san) ;于 是 


gS Re ~ 
al aial QQ ** Qla 
T al az aa az az 本 az an 
AA= | .|(a,g, ,0,) 一 
; 
al alal alas pa afa， 


因此 ,474 一 工 的 充分 必要 条 件 是 


aiai 一 (aiyai) = 1, i=1,2,%,n; 


且 
afaj 一 (ao) 一 0， 了 天 ij 一 1 2 

即 4 的 列 向 量 组 {a ,az ,… ,a,) 为 R* 的 一 组 标准 正 交 基 . 国 

定理 4.7 设 A,B 缘 是 nn 阶 正 交 和 矩 阵 , 则 ， 

(i) detA 二 1 或 一 1;(ii) A-! 二 A7;( 疝 ) AT( 即 4-!) 也 是 正 交 
矩阵 ;(iv) AB 也 是 正 交 矩 阵 . 

证 《GD,(i) 的 证 明 留 给 读者 练习 . 

(i) 由 于 (47)TAT7 一 44T7 一 4A"! 一 了 I, 所 以 AT( 即 4-!) 也 是 
正 交 和 矩阵 ,从 而 4 的 行 向 量 组 也 是 及 "的 一 组 标准 正 交 基 。. 

(iv) 由 (4B)T(C4B) 一 BT(C4T4) 有 8 一世 78 一 工 即 得 AB 也 是 正 
交 和 矩阵 . 国 

定理 4.8 若 列 向 量 x,y€ER "在 n 阶 正 交 和 矩阵 A 作用 下 变换 
为 Ax,AyER", 则 向 量 的 内 积 、 长 度 及 向 量 间 的 夹 角 都 保持 不 
变 , 即 
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(Ax,Ay)= (x,y), |Ax| = lxl,l|Ayl = yl, 
Ax ,Ay)= ‘(x,y). 
证 (hx,Ay)= (Ax)'(Ay) = x' (A'A)y 
一 XITy 一 (x,y). 
当 y 一 * 时 ,有 (4x,4z) 一 (xxz), 即 上 4xzl 王 | xl. 同 理 上 外 4y| = 三 
| y | .因此 


= (Ax ,Ay) 3 (x,y) 2 
A | 
所 以 向 量 Ax 与 4y 的 夹 角 等 于 x 与 y 的 夹 角 . 


欧 氏 空间 中 向 量 x 在 正 交 和 矩阵 作用 下 变换 为 Ax ,通常 称 之 为 
欧 氏 空间 的 正 交 变换 . 它 在 第 6 章 中 研究 二 次 型 的 标准 形 时 起 着 
重要 作用 . 


“4.3 线性 空间 的 定义 及 简单 性 质 


线性 空间 是 我 们 碰 到 的 第 一 个 抽象 的 代数 结构 , 它 是 三 维 几 
何 向 量 空间 和 维 向 量 空间 进一步 推广 而 抽象 出 来 的 一 个 概念 . 

在 解析 几何 中 讨论 的 三 维 几何 向 量 , 它 的 加 法 和 数 与 向 量 的 
乘法 运算 可 以 描述 一 些 几何 和 力学 问题 的 有 关 属 性 .为 了 研究 一 
般 线 性 方程 组 的 解 的 理论 ,我 们 把 三 维 向 量 推广 为 维 向 量 ,定义 
了 维 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ,讨论 了 nn 维 向 量 空 间 中 的 向 
量 关 于 线性 运算 的 线性 相关 性 ,完满 地 阐明 了 线性 方程 组 的 解 的 
理论 . 

在 全 体 n 维 实 向 量 作 成 的 集合 中 ,定义 了 向 量 的 加 法 运算 和 
实数 与 向 量 的 数 乘 运 算 , 就 称 为 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 ( 记 作 
RR"),R" 对 两 种 运算 封闭 且 满 足 8 条 规则 ( 见 本 节 定 义 ). 

在 数学 研究 的 对 象 中 ,有 很 多 类 型 的 集合 ,也 可 在 其 中 定义 加 
法 运算 及 由 给 定数 域 中 的 数 与 集合 中 的 元 素 之 间 定 义 数 乘 运算 ， 
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使 集合 对 两 种 运算 封闭 并 满足 相同 的 8 条 规则 . 因此 ,我 们 撤 开 集 
合 的 具体 对 象 和 两 种 运算 的 具体 含义 ,把 集合 对 两 种 运算 的 封闭 
性 及 运算 满足 的 规则 抽象 出 来 ,就 形成 了 抽象 的 线性 空间 的 概念 ， 
这 种 抽象 将 使 得 我 们 进一步 研究 的 线性 空间 的 理论 可 以 在 相当 广 
泛 的 领域 内 得 到 应 用 . 

定义 4.9 数 域 下 上 的 线性 空间 V 是 一 个 非 空 集合 , 它 带 有 
两 个 运算 一 一 加 法 ( 记 作 a 十 8 ) 和 数量 乘法 (简称 数 乘 , 是 下 中 的 
数 4 与 V 中 元 素 a 相 乘 , 记 作 MAa ), 且 Y 对 两 种 运算 封闭 ( 即 运算 
结果 仍 属于 V) 并 满足 以 下 8 条 运算 规则 : 

(1) a 十 8 一 8 十 as (交换 律 ) 

(2) (a 十 B) 二 y 一 < 十 (8 十 y ); (结合 律 ) 

(3) 存在 9 EV ,使 a 十 9 一 a ,其 中 0 称 为 V 的 零 元 素 ; 

(4) 存在 一 a EV, 使 a 十 (一 a ) 二 9, 其 中 一 a 称 为 a 的 负 
元 素 ; 

(5) la =a; 


(6) klla )= (ka; (结合 律 ) 
(7) (R 十 Da 一 Me 十 ju (分 配 律 》 
(8) kla 十 B) 一 Mo 十 好 . (分 配 律 ) 


其 中 a, 8,Y 是 V 中 任意 元 素 ,k,l 是 下 中 任意 数 . 

下 为 实 ( 复 ) 数 域 时 , 称 为 实 ( 复 ) 线 性 空间 ,简称 实 ( 复 ) 空 间 . 

线性 空间 Y 中 元 素 也 常 称 为 向 量 ,线性 空间 中 的 加 法 和 数 乘 
运算 称 为 线性 运算 . 

显然 ,三 维 几何 向 量 空间 和 及 "都 是 线性 空间 的 具体 模型 ,下 
面 再 列举 一 些 线性 空间 的 例子 . 

例 1 数 域 下 上 的 全 体 多 项 式 下 [zj] ,对 通常 的 多 项 式 加 法 和 
数 乘 多 项 式 的 运算 构成 数 域 下 上 的 线性 空间 ,FLzj] 的 零 元 素 是 系 
数 全 为 零 的 多 项 式 ( 称 为 零 多 项 式 ), 任 一 个 元 素 f(x) 的 负 元 素 是 
(一 f(z). 如 果 只 考虑 次 数 小 于 的 实 系数 多 项 式 , 那 么 它们 连 
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同 零 多 项 式 一 起 也 构成 实数 域 RR 上 的 线性 空间 , 记 作 R [xz],. 

例 2 全 体 mXn 实 矩阵 ,对 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运 算 构 成 实数 
域 上 的 线性 空间 , 记 作 R "(或 M,x,(R)),R”" 的 零 元 素 是 
m Xn 零 矩 阵 , 任 一 元 素 4 的 负 元 素 是 (一 4). 

例 3 区 间 [a,5] 上 的 全 体 实 连续 函数 ,对 通常 的 函数 加 法 和 
数 与 函数 的 乘法 运算 构成 实数 域 上 的 线性 空间 , 记 作 CLa,6j. 在 
(a,5) 上 全 体 & 阶 导数 连续 的 实 函 数 C*(a,5) 对 同样 的 加 法 和 数 
乘 运 算 也 构成 实 线 性 空间 . 

对 于 给 定 的 非 空 集合 V 和 数 域 下 ,如 果 定 义 的 加 法 和 数 乘 运 
算 不 封闭 ( 即 运 算 的 结果 不 都 属于 Y) ,或 者 运算 不 能 完全 满足 8 
条 规则 ,那么 V 对 定义 的 运算 就 不 能 构成 数 域 玉 上 的 线性 空间 . 
例如 ,全 体 n 阶 实 和 矩阵 对 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运 算 不 能 构成 复数 域 
上 的 线性 空间 ,全 体 非 零 的 三 维 实 向 量 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 
也 不 构成 实 的 线性 空间 . 

由 线性 空间 的 定义 可 以 得 到 线性 空间 的 下 列 简单 性 质 . 

(iD 线性 空间 的 零 元 素 是 唯一 的 . 

假设 b ,2% 是 线性 空间 的 两 个 零 元 素 , 则 

和 一 和 十 加 一 0 十 0 一 沙 . 

《ii 线性 空间 中 任 一 元 素 a 的 负 元 素 是 唯一 的 . 

假设 B ,Be 是 a 的 两 个 负 元 素 , 即 

ax 十 及 = 一 ac 十 及 一 0. 
于 是 
B=B+i0= Bt (atp) 
= (8 十 ac) 十 及 一 0 十 及 = 及 . 
利用 负 元 素 ,定义 减法 如 下 : 
B—a= B+i(—a). 
(iii) 若 a, B EV;k,LEF, 则 有 
kla—B)= ka — kp, 
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(k—Da=hka— /ia. 

这 是 因为 

kl(a—B)+RB = kla—B)+B] = kLat((—B)+B)] 

一 Ra 十 0) 一 如 ， 

(一 De 十 =[(R—D+ia= ha. 
在 上 述 两 式 的 两 端 ,分 别 加 一 如 和 一 入, 即 得 所 要 的 结果 . 

由 人 性质 (ii) , 令 a 一 B ,a 一 9 ,二 7,k 一 0, 分 别 可 得 : 

(iv) &0 =0,k(—pB)=—(k8 ),00 =0,(—Da = 一 (La) ,特别 
地 ,( 一 Da 二 一 a .以 后 ,一 (la) 简 记 作 一 ia. 

(V) 设 a EV,kEF, 若 ha 二 9 , 则 二 0 或 a 二 0. 


假设 # 天 0, 则 a 一 le 一 十 (ha) 一 二 9 一 9. 


由 于 线性 空间 具有 上 述 简单 性 质 , 对 于 线性 空间 中 元 素 作 线 
性 运算 所 得 的 方程 ,如 
&RpB 十 Ra 十 … 十 Ra 一 0 (天 0)， 


就 容易 解 得 
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对 于 数 域 上 的 线性 空间 V( 简 记 作 VC(F)), 它 的 于 集合 W 
关于 V(F) 中 的 两 种 运算 可 能 是 封闭 的 ,也 可 能 是 不 封闭 的 . 例如 
及 ”的 下 列子 集合 : 

Wi = {(zyzsyzs) | zi 一 zz 十 5rs = 0}, 

Ws 一 zip | 站 一世 十 5 三 一 二 
Wi 是 过 原点 的 平面 zj 一 xz; 十 5zxs 二 0 上 的 全 体 向 量 ;W; 是 不 过 
原点 的 平面 zi 一 zz 十 5xs 二 1 上 的 全 体 向 量 . 容易 验证 ,Wi 关于 
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向 量 的 加 法 和 数 乘 运 算是 封闭 的 ,而 Ws 对 这 两 种 运算 是 不 封 
闭 的 . 

显然 ,W; 对 及 :中 的 线性 运算 不 构成 一 个 线性 空间 ,因而 不 是 
及 :的 一 个 线性 子 空 间 ,而 W, 则 是 及 :的 一 个 线性 子 空间 . 下 面 给 
出 线性 空间 的 子 空间 的 定义 . 

定义 4.10 设 V(F) 是 一 个 线性 空间 ,W 是 V 的 一 个 非 空子 
集合 ,如 果 WW 对 VC(F) 中 定义 的 线性 运算 也 构成 数 域 下 上 的 线性 
空间 ,就 称 W 为 V(F) 的 一 个 线性 子 空间 (或 简称 子 空间 ). 

定理 4.9 线性 空间 VC(F) 的 非 空 子 集合 W 为 V 的 子 空间 的 
充分 必要 条 件 是 W 对 于 V 的 两 种 运算 封闭 . 

证 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 充分 性 . 此 时 只 需 验 证 W 中 的 
向 量 满足 线性 空间 定义 中 的 8 条 规则 . 由 于 W 是 V 的 非 空 子 集 
合 , 所 以 规则 (1),(2),(5),(6),(7),(8) 显 然 成 立 . 因此 ,只 需 证 明 
0 EW;W 中 每 个 向 量 a 的 负 向 量 (一 a ) 也 在 W 中 .由 于 W 对 数 
乘 运 算 封闭 , 即 YAEF, Ya EW, 均 有 Xa EW. 取 4=0, 一 1, 则 有 
0a=0 EW,(—1)a=—a EW. 国 

例 1 在 线性 空间 V 中 ,由 单个 的 零 向 量 组 成 的 子 集合 {0} 是 
V 的 一 个 子 空间 ,叫做 零 子 空间 ;V 本 身 也 是 V 的 一 个 子 空间 . 这 
两 个 子 空间 也 叫做 VV 的 平凡 子 空间 ,而 V 的 其 他 子 空间 叫做 非 平 
凡 子 空间 . 

例 2 设 AEF”™*, 则 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 集合 

S= {x|Axr= 0) 

是 扬 的 一 个 子 空间 ,叫做 齐 次 线性 方程 组 的 解 室 间 ( 也 称 和 矩阵 4 
的 零 宝 间 , 记 作 N(4)). 但 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 b 的 解 集合 
不 是 F" 的 子 空间 . 

例 3 全 体 n 阶 实数 量 矩 阵 . 实 对 角 和 矩阵 、 实 对 称 和 矩阵 、 实 上 
(下 ) 三 角 和 矩阵 分 别 组 成 的 集合 ,都 是 R” 的 子 空间 . 

例 4 设 R 的 子 集合 
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Vi={(x,0,0) | zx € R), 
Vs = (ls05m) | wh BR.}; 
则 六 是 及 的 子 空间 ,V; 不 是 及 的 子 空间 ,它们 的 几何 意义 是 : 
Vi 是 z 轴 上 的 全 体 向 量 ;V; 是 过 点 (1,0,0) 与 > 轴 平行 的 直线 ] 
的 全 体 向 量 . 在 三 维 几 何 向 量 空 间 中 ,凡是 过 原点 的 平面 或 直线 
的 全 体 向 量 组 成 的 子 集合 都 是 及 "的 子 空间 ,而 不 过 原点 的 平面 或 
直线 上 的 全 体 向 量 组 成 的 子 集合 都 不 是 及 :的 子 空间 ， 
定理 4.10 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 ,S 是 Y 的 一 个 非 空 
子 集合 , 则 S 中 一 切 向 量 组 的 所 有 线性 组 合 组 成 的 集合 
W= {ki at han| ai€E SR E F,i= 1,,m} 
是 V 中 包含 S 的 最 小 的 子 空间 . 
证 W 显然 包含 S, 设 a, Bp EW, 则 存在 ai, as,*…,an， 
BB BES 及 ki ,ks ,Rn lL EF, 使 得 
a 一 所 al 十 ks oz 十 tg 十 Raam， 
B = LBt+l Bt t+17,p,. 
于 是 a 十 8 二 (ki a 二 … 十 ksan) 十 (li Bt 二 1,B,) EW. 
又 YkEF, 也 有 
ka 一 RCR a 二 十 Ryan) = RRia 二 "十 RRAnE W, 
所 以 WW 是 V 的 一 个 子 空间 . 
再 设 W* 是 V 中 包含 S 的 任 一 个 子 空间 , 则 
Va=hkat++kanE W. 
由 于 Qi,…,amn€ESCW" ,所 以 必 有 a EW"' ,从 而 WCW' ,因此 W 
是 V 中 包含 S 的 最 小 子 空间 . 国 
定理 4. 10 中 的 W 称 为 由 V 的 非 空 子 集 S 生成 的 V 的 子 空 
间 , 或 者 说 S 生 成 W, 当 SS 为 有 限 子 集 {@1,as，…,am} 时 , 记 WW 二 
工 (al saz," ,am), 并 称 W 是 由 向 量 组 gi ,az,… ,a 生成 的 子 空间 . 
例如 , 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 空 间 是 由 它 的 基础 解 系 生 
成 的 子 空间 ;及 "中 任 一 个 过 原点 的 平面 上 的 全 体 向 量 所 构成 的 子 


I 
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空间 ,是 由 该 平面 上 任意 两 个 线性 无 关 的 向 量 生成 的 子 空间 . 

定理 4.11 设 W,W, 是 数 域 下 上 的 线性 空间 Y 的 两 个 子 
空间 , 且 Wi 二 La ,Qs) ,Ws 一 L(B,…,B.), 则 Wi 二 Ws 的 充 要 
条 件 是 两 个 向 量 组 wm ,… ,a 与 B1 ,… ,BB. 可 以 互相 线性 表示 ( 即 两 个 
向 量 组 中 的 每 个 向 量 都 可 由 另 一 个 向 量 组 线性 表示 ). 

证 ”必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 充分 性 . 

设 a 一 ka 十 … 十 ksas;EWi, 由 于 ai(i 二 1,…,s) 可 由 向 量 组 
甩 ，… 及 线性 表 出 ,所 以 ac 也 可 由 Bi,…,pB, 线 性 表示 , 即 存在 
有," ,LEF, 使 


ac 一 48 十 … 十 lp8E W,, 
因此 ,Wi 入 Wi. 
同 理 可 证 ,WW; 导 Wi ,从 而 有 Wi 二 Wi. 图 
定义 4.11 设 Wi,W: 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 , 则 V 的 
子 集合 
Wi NW,= {a|a€ W: Ha€ W,}, 
Wi+W:= {ata| a€ Wi,a € W,}, 
分 别称 为 两 个 子 空间 的 交 与 和 . 如 果 Wi 门 W; 二 49), 就 称 Wi 十 
Ws 为 直 和 , 记 作 Wi 昌 W. 
需要 注意 的 是 ,Wi 十 W, 是 由 Wi 中 的 任意 向 量 与 W; 中 的 任 
意向 量 的 和 组 成 的 集合 ,这 与 Wi UW 的 概念 是 不 同 的 . 
定理 4. 12 线性 空间 V(F) 的 两 个 子 空间 Wi ,Ws 的 交 与 和 
仍 是 V 的 子 空间 . 
证 我 们 只 证 Wi 十 W 是 V 的 子 空间 ,为 此 只 和 需 证 Wi 十 W， 
对 VV 中 的 线性 运算 封闭 . 
设 a, B EWi 十 W; , 即 存在 wa ,BE€ Wi;as ,BE Wi ,使 
a=ata, B= BipB, 
于 是 ax 十 B = (aa 十 oz) (B+B) 
= (gq 二 BE) 二 (gt+B) € Wi+tW,, 
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再 设 AEF, 则 Xa 一 ACai 十 @z) 二 Xai 十 A az EWi 十 W;. 

故 Wi 十 Ws 也 是 V 的 一 个 子 空间 . 加 

下 面 介绍 有 用 的 矩阵 列 空间 和 行 空间 以 及 R" 的 正 交 子 空间 
的 概念 . 

定义 4.12 和 矩阵 4 的 列 ( 行 ) 向 量 组 生成 的 子 空间 , 称 为 矩阵 
A 的 列 ( 行 ) 空 间 , 记 作 R(A)(R(A47)). 

车 AEMx,(R ), 则 A 的 列 向 量 组 Bi ,p, ,…,pB, ER”, 行 向 量 
组 al ,@z ，… ,an ER", 于 是 ; R(4) 二 L(B,B，,…,B,) 是 RR” 的 一 个 子 
空间 ;R(C4I) 一 人 (aa ,an) 是 及 "的 一 个 子 空间 ， 

第 3 章 讲 过 , 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 b 有 和 解 的 充 要 条 件 之 
一 :“b 是 A 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 ” 根据 矩阵 列 空间 的 定义 ,这 
个 充 要 条 件 也 可 叙述 为 “b 属 于 A 的 列 空间 , 即 b€ R(A)”. 

定义 4.13 设 向 量 a ER",W 是 及 "的 一 个 子 空间 ,如 果 对 于 
任意 的 YEW, 都 有 (a ,7y) 一 0, 就 称 c 与 子 空间 W 正 交 , 记 作 
a|W. 

定义 4.14 设 V 和 W 是 R* 的 两 个 子 空间 ,如 果 对 于 任意 的 
a EV,BEW, 都 有 (la, B) 二 0, 就 称 V 和 WW 正 交 , 记 作 VLW. 

例如 ,及 :中 Oxy 平面 上 的 全 体 向 量 和 x 轴 上 的 全 体 向 量 , 分 
别 是 RR 的 二 维和 一 维 子 空 间 , 它 们 是 两 个 正 交 的 子 空间 . 但 是 过 
原点 互相 垂直 的 两 个 平面 上 的 全 体 向 量 构 成 的 两 个 子 空间 不 是 正 
交 的 子 空间 (因为 它们 交 线 上 的 非 零 向 量 自身 的 内 积 不 等 于 零 ). 
齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0, 即 


azl 十 alz7Zzs 十 … 十 ar 一 0， 


azi7l 十 QazzZXz 十 … 十 az 一 0， 

am2Zl 十 az 十 … 十 annZn 一 0. 
其 每 个 解 向 量 与 系数 矩阵 4 的 每 个 行 向 量 都 正 交 ,所 以 解 空 间 与 
4 的 行 空 间 是 正 交 的 , 即 
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N(A) | R(AT). 
定理 4. 13 R" 中 与 子 空间 V 正 交 的 全 部 向 量 所 构成 的 集合 
W={alal| V,a€E R"} 
是 R" 的 一 个 子 空间 . 

证 因为 零 向 量 与 任何 子 空间 正 交 ,所 以 W 是 非 空 集合 . 设 
qs@s EW, 于 是 对 任意 的 Y EV, 都 有 (a1，Y) 一 0, (gas,7Y) 一 0, 从 
而 有 

(ai 十 ay ) 一 0,(Chal,y) 一 0(RER)， 
所 以 (a 十 gz) 上 V,kai LV, 即 m 十 a EW,ka1EW, 故 W 是 R" 的 一 
个 子 空间 . 

定义 4.15 R" 中 与 子 空间 V 正 交 的 全 体 向 量 构成 的 子 空间 
W, 称 为 V 的 正 交 补 , 记 作 W=V+. 

例如 ,Ax 王 0 的 解 空间 N(4) 是 由 与 4 的 行 向 量 都 正 交 的 全 
部 向 量 构成 ,所 以 

N(A) = (R(AT))+. 
这 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 空间 的 一 个 基本 性 质 . 
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在 本 章 前 几 节 中 ,我们 对 于 严 已 经 知道 : F" 中 任何 个 线 
性 无 关 的 向 量 都 是 一 组 基 , 任 一 个 向 量 a 都 可 由 F” 的 基线 性 表 
示 , 其 表示 的 系数 按 序 排 成 的 向 量 就 是 a 在 这 组 基 下 的 坐标 . 现 
在 ,我 们 要 在 一 般 的 线性 空间 V(F) 中 讨论 类 似 的 问题 .为 此 先 要 
讨论 V (中 元 素 ( 或 称 向 量 ) 的 线性 相关 性 . 

由 于 线性 空间 关于 两 种 运算 和 F” 关于 其 线性 运算 一 样 满足 
相同 的 8 条 规则 和 简单 的 性 质 ,因此 ,F”" 中 向 量 的 线性 相关 性 的 
定义 及 有 关 的 基本 结论 也 都 适用 于 一 般 的 线性 空间 Y. 对 此 ,我 们 
不 再 重复 叙述 ,但 要 注意 ,那里 的 向 量 c, 8, Y,…, 在 这 里 是 V 中 
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的 元 素 ,那里 的 零 向 量 是 这 里 V 中 的 零 元 素 . 

例 1 证 明 : 线 性 空间 了 及 [z], 中 元 素 fo 二 1, 1 二 zx, f; 一 
ZT!" ,fn-1 二 x”! 是 线性 无 关 的 . 

证 设 fo 十 所 十 kzfz 十 … 十 ki1f,_1 二 0(x), 即 

如 十 如 区 十 RoXx? 十 … 十 有 Ze 一 0Cz)， 

上 式 中 的 0(z) 是 及 [zj], 的 零 元 素 , 即 零 多 项 式 . 因此 要 使 1,z， 
ZX ，,"…,X”! 的 线性 组 合 等 于 零 多 项 式 , 仅 当 系 数 oo ,ki ,ks ，*… ,kl 
全 为 零 才能 成 立 . 故 1,x,zx?,…,zx”! 是 线性 无 关 的 . 

例 2 证 明 : 线性 空间 R*” 中 的 元 素 


1 这 i a 由 刘 
0 
中 “六 0 0 1, 0 | 


是 线性 无 关 的 . 
证 设 
kiAl 二 ksA: 二 ksA: 二 kA, = 02:， (x*) 
即 [sa Rs 十 Rs “|- LE ) ， 
ks 十 ks ks 0 0 
有 十 Rs 十 Rs 十 Rs 一 0， 
ks 二 ks k=0, 
于 是 ks 十 ks 二 0， 
ks=0. 


而 此 线性 方程 组 只 有 零 解 ， 因此 , 仅 当 hi= k= hk =k = 时 ， 
(x ) 式 才 成 立 , 故 A ,A; ,A; ,A, 是 线性 无 关 的 . 
显然 ,在 及 “中 ,和 矩阵 


而 = oy a) oj 
也 是 线性 无 关 的 , 且 R*”* 中 任 一 个 逢 阵 


a b 
A= ( 有 = oa + bE + cE; + dE,;. 
c 
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读者 也 不 难 证 明 , 在 R” 中 任意 5 个 元 素 ( 二 阶 矩 阵 )4,B,C,D,Q 
是 线性 相关 的 ,如 果 和 4A,B,C,D 线性 无 关 , 则 8 可 由 A,B,C,D 线 
性 表 出 , 旦 表示 法 唯一 ,R”” 的 这 些 属性 与 R'* 是 类 似 的 ,现在 我 们 
把 线性 空间 的 这 些 属性 抽象 为 基 、 维 数 和 坐标 的 概念 . 

定义 4.16 如果 线 性 空间 VCF) 中 存在 线性 无 关 的 向 量 组 
B 二 {a ya as), 且 任 一 xcEV 都 可 由 B 线性 表示 为 

a = Xi a xs ao 十 … 十 Tian， (4.17) 
则 称 V 是 n 维 线性 空间 (或 说 V 的 维 数 为 n, 记 作 dimV= 二 nn);B 是 
V 的 一 个 基 ; 有 序数 组 (zi ,x:,… ,x,) 为 a 关于 基 B (或 说 在 基 B 
下 ) 的 坐标 (向 量 ), 记 作 
0 一 《ziyzaywyza)T EF, (4. 18) 

如 果 V(F) 中 有 任意 多 个 线性 无 关 的 向 量 , 则 称 V 是 无 限 维 线性 
空间 . 

容易 证 明 ,在 F[z] 中 ,1,zx,z? ,x"(n 为 任意 正 整 数 ) 是 线 
性 无 关 的 ,因此 ,F[zj 是 无 限 维 线性 空间 . CLa,5b] 也 是 无 限 维 线性 
空间 . 在 我 们 的 课程 里 ,只 讨论 有 限 维 线性 空间 . 

在 维 线性 空间 V 中 ,任意 ?十 1 个 元 素 PB ,pB。 ,BA 都 可 以 
由 V 的 一 个 基 a1 ,cz ,… ,a 线性 表 出 ,因此 ,根据 定理 3.4 可 知 ,n 
维 线性 空间 中 任意 7 十 1 个 元 素 都 是 线性 相关 的 . 所 以 ,n 维 线性 
空间 V 中 ,任何 7 个 线性 无 关 的 向 量 都 是 V 的 一 个 基 . 

例如 : F[zj, 是 n 维 线性 空间 ,{1,z,zx?,…,zx”!} 是 它 的 一 
个 基 ;R” 是 4 维 线性 空间 , {Eu, Ez, Ea,E} 和 例 2 中 的 
{A1,A,,A; ;4,} 都 是 它 的 基 ;F”" 是 mxXn 维 线性 空间 ,这 是 因为 
F”* 中 存在 m Xn 个 线性 无 关 的 元 素 EE;(E; 是 第 i 行 第 ;j 列 为 1， 
其 余 元 素 全 为 零 的 mXn 和 矩阵 ) ,i 二 1,…,m,j 二 1,…,n, 而 且 任 一 
个 到 Xz 矩阵 可 由 它们 线性 表 出 . 

在 线性 空间 Y 中 ,由 向 量 组 gai1,a:;,…,a; 生 成 的 子 空间 
L(a,as，,"…,a;) 的 维 数 等 于 向 量 组 al,as,，*…,a: 的 秩 , 向 量 组 
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aa as 的 极 大 线性 无 关 组 是 上 L (a ,as，,… ,a,) 的 基 . 矩阵 A 的 
列 空间 R(4) 和 行 空间 RC(AT) 的 维 数 都 等 于 秩 (4).V 的 零 子 空间 
{9 } 的 维 数 为 零 . 

齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 基础 解 系 是 其 解 空 间 N(4) 的 基 ， 
如 果 有 A 是 mXn 和 矩阵 , 秩 (4) 二 r, 则 解 空 间 N(4) 的 维 数 为 2 一 ”， 
所 以 

dim(R(AT)) T+ dim(N(A)) = nn. (4.19) 

这 是 Ax 二 0 的 解 空间 的 又 一 个 基本 性 质 . 

定理 4.14 设 V 是 n 维 线性 空间 ,W 是 V 的 m 维 子 空间 , 且 
Bi 二 {qiy@z,"…yan} 是 W 的 一 组 基 , 则 Bi 可 以 扩充 为 V 的 基 ( 即 
在 Bi 的 基础 上 可 以 添加 nn 一 m 个 向 量 而 成 为 V 的 一 组 基 ). 

证 如 果 x 二 nn, Bi 就 是 V 的 基 . 如 果 m 二 n, 则 必 存 在 
anHEV ,使 ri， …，aw， ao 线性 无 关 , 否则 , dimV 二 m, 这 与 
dimV 一 ?矛盾 . 如 果 和 十 1 一 2 定理 得 证 ,如 果 十 1 二 n, 继 续 上 
述 步骤 , 必 存 在 w+ ，…aEVY ,使 {@ as，…anyantl ao)} 线 性 
无 关 , 这 就 是 V 的 基 . 国 

定理 4.15 〈 子 空间 的 维 数 公 式 ) 设 Wi,W, 是 线性 空间 
V(F) 的 子 空间 , 则 

dimWi 二 dimW; = dim(Wi 十 W;) 二 dimCWi 门 W;). 

(4.20) 

证 设 dimWi 一 s, dimW; 一 t, dim(Wi 门 Wi;) 王 7,; 则 Wi 站 
Wi—L(a se 0) Wi—L(a ssa, BB) Ws—L(a ss 
Qa, Ny). 于 是 

Wi +W, = Lm ,esa Bs) Bs Ye). 
如 此 ,只 要 证 明 dim《Wi 十 W;) 二 s 十 t 一 r+, 即 上 述 生 成 Wi 十 W; 的 
5s 十 t 一 r 个 向 量 是 线性 无 关 的 .为 此 , 设 
aiat tat bh Bi 十 6 -8 十 
cl 7 十 … 十 cy 一 0， (OY 
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于 是 
au 十 … 十 aa 十 太 有 十 … 十 DB 
Nr Ye © 
因为 @ 式 两 端的 向 量 分 别 属于 Wi 和 WW; ,所 以 它们 都 属于 Wi 门 
WW; ,因此 


CP,= di 二 da,, 
即 ai au 十 … 十 da 十 cm 十 … 十 cy 一 0， 
其 中 ma ，,…,Y-,: 是 Wi 的 基 , 所 以 其 系数 全 为 零 , 将 其 代 
入 @ 式 右 端 ,又 得 回 的 左 端 系数 全 为 零 ,所 以 中 中 向 量 组 线性 无 
关 . 国 
关于 nn 维 线性 空间 VC(F) 中 向 量 在 基 B 下 的 坐标 的 概念 ,是 
与 Fr" 中 向 量 关 于 基 B 的 坐标 的 概念 是 完全 类 似 的 ,那里 的 主要 
结论 : 
(i) 向 量 在 给 定 基 下 的 坐标 是 唯一 确定 的 ; 
(ii) 由 基 Bi 到 基 B; 的 过 渡 矩 阵 的 概念 以 及 过 渡 矩 阵 是 可 逆 
的 , 即 定义 4.2 与 定理 4.1; 
(iii) 基 变换 与 坐标 变换 的 公式 , 即 定理 4. 2. 
在 这 里 都 是 适用 的 . 除 此 之 外 ,我 们 还 要 进一步 指出 : 
给 定 了 维 线性 空间 VC(F) 的 基 B= 二 {Bl ,Be，…,B.}，VC(F) 中 
的 向 量 与 其 坐标 (F” 中 的 向 量 ) 不 仅 是 一 一 对 应 的 ,而 且 这 种 对 应 
保持 线性 运算 关系 不 变 , 即 : 
V(F) 中 十 5 对 应 于 下 ”中 ca 十 名 ; 
V(F) 中 Xa 对 应 于 F" 中 Xas. 
事实 上 ,如果 a 二 zi 十 zx2 BB 十 … 十 XB,,& 二 yi1Bi 十 ys Bi 十 … 十 
yxBa,EF, 便 有 
a 二 € 一 (zi 十 和 ) 有 十 (z 十 y%) BR 二 十 (zi 十 y1) Bs 
Ma = (Mrzi) 有 十 (zs) Bt 二 Ar) Bp, 
故 (a 十 5)a = ast Cs, Nh )a = hs. 
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具有 上 述 对 应 关系 的 两 个 线性 空间 VC(F) 与 Fr ,我 们 称 它们 
是 同 构 的 .上述 对 应 关系 表明 ,研究 任何 n 维 线性 空间 VCF) ,都 
可 以 通过 基 和 坐标 ,转化 为 研究 维 向 量 空 间 F". 这 样 ,我 们 对 不 
同 的 ” 维 线性 空间 就 有 了 统一 的 研究 方法 ,统一 到 研究 产 ,因此 ， 
通常 把 线性 空间 也 称 为 向 量 空间 ,线性 空间 中 的 元 素 也 称 为 向 量 . 

例 3 证 明 :B=={fo, 广 ,fz，…,fr-1) (其 中 有 二 1, 记 二 广 ， 
f: 二 Zz?,… ,fi1 二 zx” 1!) 是 R [zj], 的 一 组 基 ， 并 求 p (Zz) 一 ao 中 
qz 二 azz’ 十 … 十 a,_17”! 在 基 B 下 的 坐标 . 

解 ” 在 例 1 中 已 证 B 是 线性 无 关 的 ,而 且 

VYzp(z) = 一 ao 十 aiz 十 aaz2 十 … 十 aizr € RILz],, 
有 p(x) = aofo tafitasfit tt arfe. 中 
故 召 是 及 Lzj], 的 一 组 基 ( 通 常 称 自然 基 ) ,因此 R [xj, 是 ” 维 实 线 
性 空间 . 由 @ 式 也 可 知 p(x) 在 基 B 下 的 坐标 
(pT))B = (a0 ya1942 "san 1), 


且 中 式 借 助 于 矩阵 乘法 可 以 形式 地 表示 为 


Pr) 一 〈1,zy2Z 1 ) 


Ql 
例 4 设 Bl={gi,gi,83),Bs 二 {hi,hs,h;), 其 中 ; 
外 二 1， B=—l+z, gs =1—Zz+iz’, 


hi 1—z—zx’:, h, 37—27x:, hs = 1— 2zx’. 

(i) 证 明 Bi ,B; 都 是 R [xj; 的 基 ; 

(ii) 求 基 Bi 到 基 B; 的 过 渡 和 矩阵 ; 

Gii) 已 知 LpCz)]a 二 (1,4,3)”, 求 [pCz)j]s, 王 (yi, yy3)". 

解 (2) 已 知 dimR [zj; 二 3, 所 以 只 要 证 明 Bi 与 也 都 是 线 
性 无 关 的 . 将 B; 中 每 个 元 素 用 及 [xj 的 自然 基 B= 二 {fo，, ,ff:} 
线性 表示 ,得 
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81 l1.fo 
| 中 
gs=1°*fo—1°sfiil. fs. 
中 式 可 形式 地 表示 为 
Wl 下 
(81y gz 8s) = (fosf1i,fs)|0 1 - © 
0 0 1 
由 于 @ 式 中 右 端 矩阵 
ly 1 
4 一 |0 二 所 寺 (@) 
0 0 1 


的 行列 式 等 于 1 关 0, 根 据 定理 4.1, 即 得 Bi 二 {gi,8gz ,8g;) 是 线性 
无 关 的 . 同 理 可 证 B; 二 {hi ,hz ,hs) 也 是 线性 无 关 的 . 

(i 与 @ 式 相 类 似 ,同样 可 写 出 基 B; 与 自然 基 B 的 关系 ， 
得 到 


1 i 
shashs) = fofisf)|—1 3 0|. @ 
一 1 一 2 一 2 
将 图 式 右 端 矩阵 记 作 
工人 
P=|-1 3 ol. 
二 了 一 区 二 多 


上 述 4,P 分 别 是 基 B 到 基 Bi 和 基 B 到 基 B; 的 过 渡 矩 阵 
再 由 @ 式 得 


(fosfisfs) 一 (gg 83)4 © 
将 加 式 代 入 田 式 , 即 得 
ji (5 
因此 , 基 Bi 到 基 B; 的 过 渡 和 矩阵 为 
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二 0 1 0 3 出 
C=A'P= < 一 六 3 0|= | 一 2 由 到 乡 |。 
2 1 2 
业 
4| 一 
3 


VY1 
(i111) V2 


ys 


] 于 
(0 世 
0 0 


于 2 


下 攻 站 
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首先 ,我 们 给 出 映射 的 定义 . 
定义 4.17 设 X,Y 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 有 一 个 法 则 o, 它 
使 X 中 每 个 元 素 都 有 Y 中 唯一 确定 的 一 个 元 素 8 与 之 对 应 , 那 
么 就 称 so 是 XX 到 了 的 一 个 映射 , 记 作 
o: X 一 工 ， 
并 称 86 为 a 在 o 下 的 象 ,a 为 B 在 o 下 的 一 个 原 象 , 记 作 : 
o: ar>p8 或 ol0)=p. 
注意 ,a 的 象 是 唯一 的 ,但 8 的 原 象 不 一 定 是 唯一 的 . 
由 XX 到 自身 的 映射 6, 常 称 之 为 变换 . 
如 果 Vau ,EX,w 天 os ,都 有 Ca ) 天 cCas ) ,就 称 c 为 单 射 . 
如 果 V6EY, 都 有 cEX, 使 cCa) 一 8, 就 称 c 为 满 射 . 
如 果 o 既是 单 射 ,又 是 满 射 ,就 称 c 为 双 射 (或 称 一 一 对 应 ). 
例 1 Fz)= 王 sinz, 是 及 一 [一 1,1] 的 一 个 映射 ,这 个 映射 f 
是 满 射 ,而 不 是 单 射 . 
f(z) 二 所, 是 R 一 R 的 一 个 映射 , 它 是 单 射 而 不 是 满 射 . 
大 家 熟知 的 一 元 函数 中 的 线性 函数 
y= f(z)= ar (4.21) 
(其 一 般 形式 y 二 ax 十 5 可 以 通过 坐标 平移 化 为 上 述 形式 ) 是 及 一 
及 (或 者 说 及 :一 及 1) 的 映射 , 它 显 然 是 双 射 . 这 个 映射 具有 以 下 


0 
1 
1 
4 


Cr-1 
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性 质 : 
(DD) flzitzs)= fz) fx); (4. 22) 
(ii) fz) 二 4f(z) ,4 是 常数 . 
现在 ,我 们 把 一 元 线性 函数 推广 到 维 向 量 空 间 , 设 
AER”", 如 果 对 每 一 个 列 向 量 xER" ,映射 
co:xX>Ax 即 oa (x) = Ax, 
〈 是 及 "一 > 及 "的 一 个 映射 ?满足 以 下 性 质 : 
o (Xi 十 X2)= A(xXi 二 TX) = Axi 二 Axs = oo (x)o C(x); 
o (MX)= AGQx) = Mx = No (x), ER 
我 们 把 这 个 映射 c 称 为 及 "一 及 * 的 线性 映射 (也 称 线性 变换 ). 
更 一 般 , 如 果 4ER "xzER*，, 则 上 映射 
o:x—>ArER” 
是 及 "到 及 "的 线性 映射 . 例如 ,二 元 线性 函数 


y= (zi,zz) 王 aizl 十 aszs = (ai,as) 全) 
TX2 


就 是 及 一 及 :的 线性 映射 . 

本 节 主 要 是 讨论 了 及 "~ 及 "的 线性 映射 (也 称 及 "的 线性 变换 )， 
下 面 , 先 把 一 元 线性 函数 (4. 21) 的 定义 域 和 值 域 (都 是 实数 域 ) 推 
广 到 一 般 的 向 量 空 间 VC ,并 保留 (4. 22) 式 所 表示 的 性 质 ,就 得 
到 向 量 空间 VC(F) 的 线性 变换 的 概念 ,然后 再 研究 它 的 简单 性 质 
及 其 矩阵 表示 ，. 


4.6.1 线性 变换 的 定义 及 其 简单 性 质 


定义 4.18 设 V(CF) 是 一 个 向 量 空 间 , 如 果 VCFE) 的 一 个 变换 
co 满足 条 件 :Va, B EV 和 XEF， 
(i) o (a t+B)=o (a)to (8B), (4. 23) 
(i) 6 (Ca ) 一 Mo (a). 
就 称 g 是 V() 的 一 个 线性 变换 ,并 称 o (a ) 为 a 的 象 ,a 为 o (a ) 的 
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原 象 . 
(4. 23) 式 也 可 等 价 地 写作 : Ya, PB EV 和 4,pEF, 都 有 
o (at+ppB) = 0 Ca) po (8). (4. 23) 
本 书 采用 黑 正 体 字母 表示 线性 变换 ,以 区 分 线性 变换 和 线性 
变换 在 一 组 基 下 对 应 的 矩阵 . 
例 2 旋转 变换 一 一 R”(Ozy 平面 上 以 原点 为 始点 的 全 体 向 
量 ) 中 每 个 向 量 绕 原点 按 逆 时 针 方 向 旋转 9 角 的 变换 Rs 是 及 ”的 
一 个 线性 变换 (图 4.4). 即 Ya 一 (z,y)ER:， 
Rs(Cz,y) = Rela) =a’ 一 (zy)， (4.24) 
其 中 : la | 二 7, 而 


Xx' = rcos(B 二 = rcosBcos0 — rsinBsing 


= zxcos0 — ysing, 
y 一 rsin(6 十 0) 一 rsin8Bcosbg 十 rcospsin0 
一 ycos0O 十 zsing0. 
于 是 ,Vw 王 (zi,yi),a 一 (zy)ER: 和 VA,wAER ,由 (4.24) 式 
即 得 
ReoG ai 十 pas) 一 RelA zi 十 了 Znyi 十 pya)》 
一 (CAzZ1 十 wzs)cosg 一 (Myil 十 pyas)sin0， 
(A zip zs)singt yi 十 pys)cosO) 
一 人 (Czicosb 一 wsin0,zisin0 十 ycosg) 十 
AHA(Czzcosg 一 y%sSing,zssin0g 十 yzcosO) 
be ARe (x ,V1) 十 ARo(zs ,2) 
= ARs a) + yRe (qs). 
故 Re 是 及 的 一 个 线性 变换 . 
例 3 镜像 变换 (镜面 反射 ) 一 一 了 及 :中 每 个 向 量 关 于 过 原点 的 
直线 工 (看 做 镜面 ) 相 对 称 的 变换 g 也 是 及 的 一 个 线性 变换 , 即 
(Ca ) 一 ca . 
〈 如 图 4.5, 革 是 AB 的 垂直 平分 线 . ) 
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设 直线 工 的 一 个 方向 的 单位 向 量 为 w , 则 
OC= (a,w)w, 
其 中 (a ,w ) 是 a 与 w 的 内 积 , 于 是 
a’'=a+AB =a+2AC=a+2(0C —a) 
一 一 ax 十 2(a ,w)mw， 
因此 9Ca ) 一 一 ac 十 2Ca ,w )w. (4.25) 
下 面 验证 9 是 线性 变换 . Vai ,az ER’,A,uER ;有 
9A ai 十 A as) 一 一 CA ai 十 pas) 十 2G atp asyow ) ww 
一 人 (一 a 十 2(Cayo)w) 十 A 一 as 十 2(Casyw)w) 
一 AM9Cal ) 十 pp(as )， 
故 镜 像 变 换 gp 是 了 及 ”的 一 个 线性 
变换 . 

例 4 把 R’* 中 向 量 a = (zi,z;， 
ZK) 投影 为 zOy 平面 上 的 向 量 8 一 
(z1,Xzs，0) 的 投影 变换 Pl(a) 一 B 
(图 4.6), 即 

了 (ziyzzyzs) = (zi, Ts ,0) 

(4. 26) 
是 了 :的 一 个 线性 变换 . 读者 不 难 验 RA 


C=(X1, Xx,, xa) 
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证 : Ya 一 (apci),w 一 (asp 和 cz)ER，YVRER , 均 满足 
Pa 十 cz) = Pla)+P(a), Plkal) = kPa). 
这 里 如 果 把 a 在 基 下 的 坐标 向 量 表示 为 列 的 形式 
(Zi,ZXs ,Ta) ,BB 在 基 下 的 坐标 向 量 为 (yi ,ys，ys) ,显然 有 


V1 1 Tl 
»|= 1 Zs |. (4.27) 
Ys 0) zs 


这 是 以 后 要 讲 的 投影 变换 的 矩阵 表示 . 
例 5 及 * 的 下 列 变换 ， 
恒 等 变 换 ao (l(a) 一 a,(Va ER") 
零 变换 o (la)=0,(Va ER") 
数 乘 变换 oa (a ) 一 Xa ,(Va ER", 其 中 4 为 实 常 数 ) 
都 是 R" 的 线性 变换 (证 明 留 给 读者 练习 ). 
例 6 在 有 :中 定义 变换 
G(Z1y7zyZ3s) = (Xi zz ,Ts 一 4zay 27zs)， 
则 c 是 及 "的 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 : 
对 于 任意 的 a 一 (al ,az ,a3),B 二 (Bb1,b;,b;)ER’, 有 
o (at+B)= o (aitb ,a b;,as tb;) 
二 (Qi 十 Qs 十 十 bz,as 十 bs 一 4as 一 46;,2as 十 263) 
= (Qi 十 as ,Qs 一 4as，2as) 二 (bib ,bs — 406: ,20) 
= 6 (a)o(B). 
同 理 ,对 于 任意 的 a ER’ ,hkER ,也 有 c (ka ) 二 ko (a ). 
例 7 在 R’ 中 定义 变换 
6 (ZT1»T2 973) = (ZI ,Zs Za ,Ts), 
则 c 不 是 R? 的 一 个 线性 变换 . 
因为 对 于 任意 的 a 二 (ai ,a ,43) ,B=(b,b ,03) ER’, 
o (aiB)= o (a bh ,a tb ,as +t bs) 
= ((@i 十 b1)?,az 十 as 十 bz 十 bs,az 十 bz) 
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天 (alias 十 asya) 二 (b? ,bz bs,b;) 
= 6o(a)+o(B). 
故 o 不 是 R’ 的 线性 变换 . 此 例 也 可 用 检验 6c (ia ) 隆 Xo (a ) 来 说 明 c 
不 是 线性 变换 . 
由 例 6 可 见 ,R" 的 变换 
© (Ti19T2 3° Ta) 一 (71972 ya) 
当 yi(i 二 1,2,…,n) 都 是 zi ,zx ,… ,zx, 的 线性 组 合 时 ,6 是 RR* 的 线 
性 变换 . 例 7 中 yi 二 xi, 所 以 不 是 线性 变换 ,如 果 yi 一 xizxz, 也 不 
是 线性 变换 . 
下 面 讨论 线性 变换 的 简单 性 质 . 
数 域 尺 上 的 向 量 空间 Y 的 线性 变换 s ,有 以 下 性 质 ， 
(1) o (0)=0,06 (一 ca) 一 一 ca), (YaEV)， 
这 个 人 性质 由 5 (Xa ) 二 Xo (a ), 取 4 二 0, 一 1, 就 立即 可 得 . 
(2) 如 果 a 二 ai 十 ko azs 十 …* 十 Ran(ki EF,a€EV,i=1，, 
2,…,n), 则 
ga) 一 有 ck(ai) 十 ck(as) 十 … 十 Ra(Can). 
证 根据 线性 变换 满足 的 条 件 ,用 数学 归纳 法 容易 证 明 : 
o (B+B+ -+B) = oCB)+o(B) +o (Bp), n>2. 
于 是 
ola)=0o (Ai ol 十 有 2 o2 十 了 人 十 san) 
= 0o(kia)to (kz @) "To (Ran) 
= ko (a) 二 Tk, o (gm) ko (a,). 国 
(3) 如 果 ai,az，…，,a, 线 性 相关 , 则 其 象 向 量 组 c (a1)， 
0 (gs),…,0 (as) 也 线性 相关 . 
利用 so (0) 一 0, 由 于 有 不 全 为 零 的 局, ，… 和 使 
ki ua 十 Rs az 十 … 十 Ra 一 0， 
也 必 有 ki o (Ca) 十 ls co(as) 十 … 十 Ra (as) 一 0. 
必须 注意 ,性 质 (3) 的 逆 不 成 立 . 如 例 4 中 


i 
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天 一 (1,1,2)， az 一 (2,2,2)， 
线性 无 关 , 而 PCa) 一 (1,1,0),P(oz) 一 (2,2,0) 线 性 相关 . 


4.6.2 线性 变换 的 矩阵 表示 


本 节 开 始 时 我 们 讲 过 ,n 阶 矩 阵 A 把 x 变换 为 4x 是 及 "的 线 
性 变换 . 例 3 中 也 讲 过 ,投影 变换 PCa ) 一 B 可 用 (4.27) 式 描述 ， 
(4. 27) 中 的 矩阵 
1 
P= 


0 
表示 了 这 个 投影 变换 , 即 Px 是 x 在 Oxy 平面 上 的 投影 向 量 . 这 些 
事实 表明 n 维 向 量 空间 VC(F) 的 线性 变换 o 与 n 阶 矩 阵 之 间 有 着 
一 定 的 联系 .下 面 我 们 一 般 地 讨论 它们 之 间 的 对 应 关系 ,首先 讨论 
一 个 线性 变换 如 何 用 和 矩阵 表示 . 
设 {ta ,as，…,a,} 是 V(F) 的 一 组 基 ,o 是 VC(F) 的 一 个 线性 变 
换 , 若 c EVYCF), 且 
a = Zi a zz as 十 … 十 Taan， (4.28) 
由 性 质 (2) 即 得 
ola)= zio(la)ir oa) 二 ro (a,). (4.29) 
因此 ,对 于 c 来 讲 , 如果 知道 了 a 关于 V(F) 的 基 的 象 s Cai)， 
o (qs),…,o (qa,), 则 任 一 个 向 量 a 的 象 c (a ) 就 知道 了 .下面 的 定 
理 又 进一步 说 明 一 个 线性 变换 完全 被 它 在 一 组 基 上 的 象 所 确定 . 
定理 4.16 设 {ai,as，…,a,} 是 VC(F) 的 一 组 基 , 如 果 V(F) 的 
两 个 线性 变换 so 和 4+ 关于 这 组 基 的 象 相同 , 即 


ogi) = Ta), i= 1,2,,n, 


则 c = 二. 
证 c=z 的 意义 是 每 个 向 量 在 它们 的 作用 下 的 象 相同 , 即 对 
于 任意 的 a EV, 有 o (a ) 一 tCa ). 设 任 一 个 c 如 (4. 28) 式 所 示 , 则 
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ola)= zio (gi) zo (gs) 二 "Tro (a,) 
一 ZiT(al) 十 ZotT(@) 十 … 十 XT(an) 一 Ta ). 国 
由 于 基 象 c (c) EV(F) (Gi 二 1,2,…,n) ,所 以 它们 可 经 VCF) 
的 基 {a ,ce ,… ,a,} 线 性 表 出 , 即 有 
6 (aq) 一 al tt a Qt TT an an， 
6 (as) 一 aly al 十 az az 十 … 十 ao an， 0 
6 (an) 一 alnal 十 azna? 十 … 十 Gon an。 
记 
Oo (alya，…ar) 一 (Ga), (@), GCas))， (4. 31) 
将 (4. 30) 式 形式 地 写作 矩阵 形式 


QI  Q12 al 
Q3zl dz2 Qs. 
o (a »Q2 0 ) Ss (Cal ,as an )》 8 。 9 


Ga Wa oe gn 
(4. 32) 
或 o (Qi syQ2 9 Qn) = (alsQ2 "Qn)A, (4. 32) 
其 中 (4. 32) 式 右 端 矩阵 4 是 (4. 30) 式 右 端 wa ,az ，… ,a 的 系数 矩 
阵 的 转 置 ,4 中 第 7 列 是 c (a;) 在 基 {ai ,az ，,… ,a,) 下 的 坐标 . 
定义 4.19 如果 VC(F) 中 的 线性 变换 o ,使 得 VC(F) 的 基 
{a ya as) 和 6 关于 基 的 象 o (a1),o (as),…,o l(a,) 具 有 
(4. 30) 式 ( 即 (4. 32) 式 ) 那 样 的 关系 ,就 称 (4. 32) 式 中 矩阵 A 是 c 
在 基 {a ,wz ,…，,a*} 下 的 矩阵 表示 ,或 称 A 是 o 在 基 {Qi ,cz，…，av} 
下 (对 应 ) 的 矩阵 . 
显然 ,o 在 给 定 基 下 对 应 的 矩阵 是 唯一 确定 的 . 如 果 基 向 量 
a; 和 基 象 向 量 s (a;)(j 王 1,2,…,n) 都 是 RR" 中 的 向 量 , 它 们 用 列 向 
量 表示 , 则 (4. 32) 式 表示 由 3 个 阶 和 矩阵 组 成 的 一 个 矩阵 等 式 . 给 
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定 o ,给 定 一 组 基 , 求 出 了 (4. 30) 式 或 求 出 了 基 象 向 量 ,就 可 求 得 
(4. 32) 式 中 和 矩阵 A( 即 o 在 基 下 对 应 的 矩阵 ). 
下 面 讨论 , 如 何 用 6 在 一 组 基 下 的 矩阵 4 来 求 c (a ). 
定理 4.17 设 V(F) 的 线性 变换 o 在 基 {a ,a;,…,a,} 下 的 矩 
阵 为 4, 向 量 a 在 基 下 的 坐标 向 量 为 x 二 (zi ,zs，…,X,) ,0 (a ) 在 
基 下 的 坐标 向 量 为 y 二 《yi ;yz，…,y,)” , 则 
y= Ax. (4.33) 
证 已 知 
oO (Qi syQ2 9 Qn) 一 (aisQ2 "an)A, OD 
Tl 
Ts 


a = Zia zx oa 十 … 十 Zaan 一 (alyas ax) | 
; 


Th 


Ga) 一 ZioGa) 十 Tog(a) 十 … 十 ZaG(Can)》 


1 


则 


Xs 
= (0 (a),o (gs) ,0 (an)) | 


Tn 


Xl 


2 


T 
(aa az "Qn )A jw 


(把 @ 式 代入 》 


Tn 


故 5 (Ca ) 在 基 {w 9Q2 "°°" ,as} 下 的 坐标 向 量 


哮 1 


Vn Tn 
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由 这 个 定理 可 见 , 以 前 求解 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 
y, 即 给 定 y 求 x, 实际 上 就 是 给 定 线性 变换 so (对 应 的 矩阵 为 
A) 的 一 个 象 s (a ) (其 坐标 向 量 为 y) , 求 其 原 象 a (其 坐标 向 量 
为 x) 的 问题 . 

例 8 求 例 2 中 的 旋转 变换 Rs 
在 及 “的 标准 正 交 基 el: 一 (1,0) 7， 
& 一 (0,1)" 下 的 和 矩阵 (图 4. 7). 

解 ” 先 求 基 象 Re (el), Re (es )， 
由 于 它们 是 长 度 为 1 的 向 量 , 所 以 

Rele1) = (cosO) el 十 (sing) e: ， 

人 一 〈 一 sin0) el 十 (cosO) ez . 图 4.7 
即 


cosO 一 sin0 
Ru(elyez ) 一 《Re(el) ,Re(e:)) = (el | ] 


sin0 cos0 
故 初等 旋转 变换 Rs 在 标准 正 交 基 {ei ,ez } 下 的 矩阵 为 
cosg 一 Sin0 
sing pi 
例 9 对 例 3 中 的 镜像 变换 g, 求 它 在 R* 的 标准 正 交 基 
{w ,7}( 见 图 4.5) 下 所 对 应 的 矩阵 H. 
解 ”根据 镜像 变换 的 定义 ,显然 有 


(w)—=w, 1 0 
即 9 ,9) = (0) (0 hh 


(4.34) 


q9(7) =—7. 
所 以 q 在 标准 正 交 基 {w ,7} 下 的 矩阵 为 
H= . (4. 35) 
0 —1 


(4. 34) ,(4. 35) 式 中 和 矩阵 分 别称 为 初等 旋转 阵 和 反射 阵 ,它们 
都 是 正 交 矩阵 , 对 应 的 初等 旋转 变换 和 镜像 变换 称 为 正 交 变换 , 它 
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们 都 使 变换 后 的 向 量 保持 长 度 不 变 . 
例 10 及 "的 恒 等 变 换 、 零 变换 和 数 乘 变换 ( 见 例 5) 在 任何 基 
下 的 矩阵 分 别 都 是 瑟 ,0,>x。,AT。. (证 明 留 给 读者 练习 ) 
例 11 设 o 是 R’ 的 一 个 线性 变换 ,B 一 {a ,es,as} 是 尺 ’ 的 一 
组 基 , 已 知 
a = (1,0,0)7, wo 一 (1,1,0)7， ao 一 (1,1,1)7， 
0 
c(as) 一 (1, 一 1,2)7. 
(1) 求 o 在 基 B 下 对 应 的 矩阵 ; 
(2) 求 o ? (a1) ,0 (as) ,0 (as); 
(3) 已 知 (8) 在 基 B 下 的 坐标 为 (2,1, 一 2)7, 问 o (8) 的 原 
象 8 是 否 唯一 ? 并 求 8 在 基 B 下 的 坐标 . 
解 (1) 方法 1: 将 a ,az ,as;0 (a1),o (qs),o (as) 以 列 向 量 形 
式 代 入 (4. 32) 式 ,得 


有 下 1 ok 二 
= 1 —1|=|0 1 1 
0 0 


4. 
2 1 
因此 ,6 在 基 B 下 的 矩阵 为 
ne | 六 = 六， 次 
A= | | 
克 站 于 起 一 向 1 


方法 2; 将 c (al),c (az),6 (as) 用 基 也 = {a aryas ) 线 性 表 
示 , 这 里 容易 看 出 
ola)—=2a—a, 
| (az ) 一 一 2a 十 2 ao: 一 aas， 
cka) 一 2uw 一 3a 十 2as， 


上 述 向 量 方程 组 右 端 系数 矩阵 的 转 置 , 就 是 o 在 基 B 下 的 和 矩阵. 
(2) 方法 1; 先 求 得 (c (ai))5 一 (Zi 32 a C0, 
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将 它 和 上 面 求 得 的 A 代入 (4. 33) 式 , 即 得 o * (a ) 二 a (oe (Ca)) 在 基 
B 下 的 坐标 向 量 


二 2 2 2 6 
l= |= | | 
Ys “一 二 2 0 1 
所 以 c:(w) 一 6u 一 4u 十 as 一 (3, 一 3,1)7. 同 理 可 求 e:(as)， 
0 (as). 
方法 2: 利用 
Gailyazyas) 一 (oa),o(a),o(as)) 一 (ayasyas)4， 
将 等 式 两 边 再 用 6 作用 ,就 有 


6 (6 (ga) ,6 (g),0 (a3)) = o (l(a ,a ,03)A) 


= (0 (gg 03))A = (1,0 ,a3)A’ 


6 一 10 14 
一 《alyaz ,03) | 一 人 9 =| 
1 一 不 光 


由 此 即 得 
ol(g)=o(o(a))=6m—4ata = (3,—3,1), 
og’(g) = ol(o(g)) 一 一 10am 十 9w 一 4as 一 (一 5,5， 一 4)T， 
02(a) 一 5(o(a)) 一 14w 一 14ou 十 7 一 (7,， 一 7,7)7， 
(3) 设 (B)B 二 (zi,Zxz ,zs)” ,由 (4.33) 式 得 


“ 守 3 21 |wr 2 
SS 2 —3||z;|= 区 
人 守法 2) zs = 


解 此 线性 方程 组 得 
人 
其 中 下 为 任意 常数 , 故 c (8 ) 的 原 象 8 不 唯一 . 
线性 变换 用 和 矩阵 表示 是 与 空间 的 一 组 基 相 联系 的 ,一 般 情况 
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下 ,线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 不 相同 的 ,下 面 我 们 揭示 同一 个 
线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 之 间 的 相互 关系 . 

定理 4. 18 ” 设 线 性 变换 c 在 基 Bi 二 {a ,as，…,a,) 和 基 B; 一 
{BB ,Be ，…,B,} 下 的 矩阵 分 别 为 4 和 B, 且 基 B, 到 基 Bs 的 过 渡 甜 
阵 为 C, 则 


B= CAC. (4. 36) 
证 根据 已 知 条 件 有 
6 (Qi syQ2 9 Qn) = (0, ,Qn)A, 中 
(Bi ,Bs ,B) = (a a2, a)C. © 
由 @ 得 
(alyaz 和 oo) 一 (及 BJC 一 ， @ 


o (有 ,有 8B) 一 (aaas as)C 
一 一 (aa ,as as)4C 


王 克 ,PB ,BC AC. 
由 此 即 得 B=C7!AC. 图 
定理 4. 18 表明 ,同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 A 与 B 
是 相似 矩阵 ( 见 第 5 章 定义 5.3); 反 之 ,两 个 如 (4. 36) 式 所 示 的 相 
似 矩 阵 A,B, 若 A 是 o 在 基 ai yw，…，,a* 下 的 矩阵 , 则 怠 必 是 c 在 另 
一 组 基 ( 有 兴趣 的 读者 自己 找 出 来 ) 下 的 矩阵 ， 
例 12 设 R’ 的 线性 变换 o 在 自然 基 {el ,es ,es } 下 的 矩阵 为 


i 
A= | 一 1 Zs 
=] 一 寺 2 


(1) 求 o 在 基 {Bi ,Bs ,Bs} 下 的 矩阵 ,其 中 Bi 二 (1,1,1)7 ,Bp 一 
(一 1,1,0)7T, 记 一 (一 1,0,1)73; 

(2) a 一 (1,2,3)7, 求 ce (a ) 在 基 {p, ,8:,pB:)} 下 的 坐标 向 量 
(21，y2 3 ) 及 ac (a ). 
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解 (1) 先 求 自然 基 {el ,ez ,es } 到 基 {B ) , 房 } 的 过 渡 和 矩阵 C， 


根据 
(Bi ,B:,B:) = (ei ,e;,e3)C, 
得 


1 0 1 


1 1 1 
| 2 | 


一 站 < 一半 2 


下“ 一 下 一 让 
~ aa 1 | 


B= CAC 


i Ee es 
- 计 ， a | : 滨 . 三 人 | 司 。 污 | 
三 人 EaEd 入 | 
0 0 0 
=|o 30 
0 0 3 


(2) 先 求 a 在 基 {A ,PB: ,BB }) 下 的 坐标 向 量 (x »T2 ;ZX3) ,由 于 a 
在 自然 基 {ei 7E2 ,es } 下 的 坐标 向 量 就 是 c 自身 , 即 (1,2,3)7, 因 此 ， 


根据 坐标 变换 公式 ,得 
Zl 1 1。 渤 “ 对 和 尊 2 
wz | 三 全 = 也 |=1 2 一 1 -| 
Xs 3 =al. == 2 43 下 
再 根据 定理 4. 17 中 (4. 33) 式 ,6 (a ) 在 基 { 有 ,B ,B} 下 的 坐标 向 量 
yi Zl 0 0 0 人 2 0 
中 
Ys Xs DO: 沿 灶 (1 3 
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从 而 c (a ) 一 0 和 十 0 记 十 3 房 一 (一 3,0,3)7. 

前 面 讲 过 的 问题 是 ,给 定 R* 的 一 个 线性 变换 s 和 及 "的 一 组 基 
{ai as ，,… an) ,0 就 被 基 象 6 (a ) ,co (as),…,o (a,) 完 全 确定 ,从 而 
c 在 这 组 基 下 可 用 唯一 确定 的 一 个 矩阵 来 表示 . 现在 讨论 反问 题 ， 
即 任意 给 定 一 个 n 阶 矩阵 4, 它 是 否 必 是 某 个 线性 变换 在 给 定 的 
一 组 基 下 的 矩阵 ? 由 (4. 32) 式 

(Co (a1) ,0 (gs),""* ,0 (a,)) 
al QI “” dln 
Adz] dz2 dzn 记 作 
一 (aa ,0 ) i . E ——(B ,pp,) 


Qa dn dnn 


(其 中 一 Dasaisj = 1,2,°…,n) 可 知 ,给 定 了 R" 的 一 组 基 


{aa ya as) ,在 RR" 中 任 给 一 个 向 量 组 Bi ,8 ,…,p, 就 等 价 于 任 给 
上 式 中 的 一 个 矩阵 A. 因此 反问 题 的 提 法 是 ,给 定 及 "的 基 
{Qi yas ,ar} ,对 于 任 给 的 nn 个 向 量 pB ,PB ,*** ,B. ,是否 存在 唯一 的 
一 个 线性 变换 6 ,使 得 6c (aj) 二 BB,j 二 1,2,…,n. 下面 的 定理 对 这 个 
问题 作 了 肯定 的 回答 . 
定理 4.19 设 {ai,az，…'as)} 是 及 "的 一 组 基 ,B，p8:，…， 
有 ,是 在 及 "中 任意 给 定 的 ?个 向 量 , 则 一 定 存在 唯一 的 线性 变换 ， 
使 得 
ol(g)=pB, j= 1,2,,n. (de 37) 
证 证 明 存在 性 的 方法 是 , 先 定义 一 个 满足 (4. 37) 式 的 变换 ， 
然后 证 明 这 个 变换 是 线性 的 . 
设 《= 二 zi a 十 zz az 十 … 十 za。 (ZiER ,j=1,2,.…,n), 
定义 变换 
ot) = zBt zz Bt zB,. 中 
当 # 一 w 王 0 十 … 十 0a 十 1u 十 Oct 十 … 十 0a 时 ,根据 
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名 式 的 定义 ,显然 有 

o(@) 一 局 ， 了 一 1; 2 @ 
又 对 于 RR" 中 任意 两 个 向 量 t 一 > aa 和 纪 一 bm, 及 对 于 任意 
数 &E 了 R, 有 四 加 

ot bo (Dos tb) em) 


人 nn 她 天 
一 >) (a +b) B= >)api 十 >)700p， 
i=1 : Ve 


j= 


(OY 
—o(&)+to (bb), 四 


于 [OY 四 
o (kt)=o (Dk;a;)— 2 kp 
j=1 j=1 


" O 
= kD xB;—ko (5). 四 
由 @,@ ,@ 式 可 知 ,@ 式 定义 的 变换 c 是 满足 定理 要 求 的 线性 变 
换 , 存 在 性 得 证 ,唯一 性 由 定理 4. 16 保证 . 图 


综合 本 小 节 前 后 所 述 ,就 可 得 到 一 个 重要 的 结论 : 给 定 了 
了 及 "的 一 组 基 以 后 ,了 "中 的 线性 变换 与 及 ” "中 的 矩阵 一 一 对 应 . 


4.6.3 线性 变换 的 运算 


定义 4.20 设 o 与 1 是 线性 空间 VC(F) 的 两 个 线性 变换 ， 
AGE 下 ,我 们 定义 c 与 ?之 和 c 十 15, 数量 4 与 o 之 乘积 Xo 以 及 与 t 
之 乘积 ot 如 下 :Ya EV， 


(ao 十 T)Ca) 一 aa) 十 TCa); (4. 38) 
(X60 ) (a) = 0 (a); (4.39) 
(Cor )(a) = ota)). (4. 40) 


上 述 定 义 的 c 十 5,Xo 和 er 仍 是 V(F) 的 线性 变换 ,对 此 只 要 
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验证 它们 满足 线性 变换 的 条 件 . 我们 证 明 cr 是 线性 变换 :事实 上 ， 
Vai,a: EV,hki,ks EF, 有 
(oT ) (ki a ks as) 一 GCTCRI a ks as)) 
= 6o (kiTt(a) + kta)) 
= kio(ta)) hk o (tla)) 
= ki(ort) (a) th (or )(g), 
所 以 ot 也 是 一 个 线性 变换 .ce 十 * 与 Xo 也 是 线性 变换 的 验证 留 给 
读者 练习 . 
此 外 读者 也 容易 验证 ,线性 变换 的 加 法 与 乘法 都 满足 结合 律 ， 
即 对 任意 线性 变换 ce ,r,9, 有 
(十 T) 十 9 一 5 十 (CT 十 9); 
(ot )9 一 o CT). 
加 法 还 满足 交换 律 , 即 
5 十 T 一 T 十 c， 
但 乘法 不 满足 交换 律 , 即 在 一 般 情况 下 ,ot 关 to . 
乘法 对 加 法 满足 左 分 配 律 和 右 分 配 律 , 即 
CT 十 9) 一 ar 十 ac; 
(t+ q)o = to qo. 
在 前 面 ,我 们 讲 过 给 定 了 线性 空间 V(F) 的 一 组 基 
{a aa) ,VC(F) 的 线性 变换 与 天” "中 的 元 素 ( 数 域 下 上 的 ? 
阶 和 矩阵 ) 一 一 对 应 ,这 种 对 应 的 重要 性 还 表现 在 保持 运算 关系 不 
变 , 即 有 如 下 定理 ， 
定理 4.20 设 线 性 空间 V(F) 的 线性 变换 s 和 ?在 V 的 基 
{aa ya ，,… sar} 下 所 对 应 的 矩阵 分 别 为 4 和 B. 则 o 十 +,Xo 和 or 在 
该 组 基 下 对 应 的 矩阵 分 别 为 4 十 吾 4 和 AB. 
证 设 A 一 (a;),x,，B 一 (5b;),x,, 根 据 (4.32) 式 ,有 


o (a;) 7 > as ai， Tla;) = Dbs ai, J 一 1 ，… 7。 
2=1 i=1 
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于 是 
(co 十 D(w) 一 c(aw) 十 rw) = Dayart Dbya 
证 1 证 1 


= >) (ai 十 及 ) ae， 了 一 1， 
i=1 


这 表明 6 十 + 所 对 应 的 矩阵 的 第 i 行 、 第 j 列 元 素 为 ay 十 她 一 (4 十 
B) 的 第 i 行 , 第 j 列 元 素 , 所 以 o 十 t 对 应 的 矩阵 为 4 十 B. 再 由 


(got)(g)—= ota))=o (Bos ai) 
i=1 
一 Sp, 0o (gi) 一 ip Day 
i=1 i=1 k=1 
= 2 (anbs)as= Dewar, 
k=1 i=!1 nt 


所 以 or 所 对 应 的 矩阵 的 第 大 行 .第 j 列 元 素 cy 一 > auby 一 


(4B)s( 即 4B 的 第 有 & 行 .第 7 列 元 素 ), 因此 cr 对 应 的 矩阵 为 AB. 
同样 Xo 对 应 的 矩阵 为 4 (证 明 留 给 读者 ). 国 
如 果 线 性 变换 o 对 应 的 矩阵 4 为 可 逆 和 矩阵 ,我 们 就 称 是 可 
道 的 线性 变换 .o 可 逆 也 可 定义 为 : 如 果 存 在 线性 变换 Y, 使 
ot 一 to 一 了 ( 恒 等 变换 ) 
就 称 c 为 可 逆 的 线性 变换 . 
由 于 线性 变换 与 矩阵 之 间 一 一 对 应 (在 给 定 基 的 前 提 下 ) ,而 
且 保 持 运 算 关系 不 变 ,因此 ,可 以 用 矩阵 研究 线性 变换 ,也 可 以 用 
线性 变换 研究 矩阵 . 


4.6.4 线性 变换 的 象 ( 值 域 ) 与 核 


定义 4.21 设 o 是 线性 空间 VC(F) 的 一 个 线性 变换 ,我 们 把 V 
中 所 有 元 素 在 oc 下 的 象 所 组 成 的 集合 
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o(V)= {BIB=o(a),a€EV)} (4.41) 
称 为 o 的 象 (或 称 o 的 值 域 ),V 的 零 元 0 在 c 下 的 完全 原 象 
o (0)={alo(a)=0,a€EV)} (4. 42) 


称 为 o 的 核 ,co (V) 和 oe -1(0 ) 也 常 记 作 Inc 和 Kerc . 

例 13 及 "上 的 旋转 变换 Re 与 镜像 变换 9 的 象 ( 值 域 ) 都 是 
及 自身 ,它们 的 核 都 只 含 一 个 零 向 量 {10)}. 

例 14 本 节 例 4 的 及 * 上 的 投影 变换 P 的 象 和 核 为 

ImP= L(e,e), KerP 一 工 (es )， 

关于 线性 变换 a 的 象 和 核 , 有 以 下 结论 : 

(1) o (让 是 线性 空间 V(F) 的 一 个 子 空间 . 

事实 上 ,由 6c (09) 一 9 可知 o (V) 是 非 空 集合 ,而 且 YBi， 
衣 Eo(V),Ija az EV, 使 得 go (a1) 二 Bl,o (az) 二 Bs ,于 是 Vl， 
Xz2EF, 有 

ABtAas B= ao (a)tA, oa) 
= 0o(NatAh oa) €E olV), 

所 以 ,o (VV) 是 V(F) 的 一 个 子 空间 . 

(2) Keroc( 妈 6 “' (0)) 也 是 线性 空间 VC(F) 的 一 个 子 空间 . 

因为 和 (0) 不 是 空 集 (事实 上 0OEc (0)), 而 且 Vai， 
acEo (6) 和 Yh1,XsEF, 均 有 

o (NatAha) = ho (la) 二 A oa) = A OA.0=0,， 

即 入 a 十 Xz qs Eo (9), 所 以 o '(0) 是 VC(F) 的 子 空间 . 

(3) 线性 变换 o 是 单 射 的 充分 必要 条 件 为 co (6 ) 一 人 0 }. 

事实 上 ,其 必要 性 ;由 o 是 单 射 ,可 得 Ya EV, 如 果 c (l(a) 二 
9 一 a (90), 则 a 一 9 , 故 c "(8) 一 {90}. 

其 充分 性 : 由 so (09) 二 49) 可 得 Vai,asEV, 如 果 o (ai) 一 
o (az) ,Be (a1)—o (gs)=o (a —as)=0 , 则 a —az=0 , 即 w 一 oz， 
故 o 为 单 射 . 

线性 空间 VCF) 的 线性 变换 的 值 域 (V) 和 核 c (6 ) 作为 
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V(F) 的 两 个 子 空间 ,也 有 其 维 数 . 值 域 的 维 数 dimc (V)7 称 为 c 的 
秩 , 记 作 r(o), 核 的 维 数 dimo 1'(9) 称 为 o 的 零度 , 记 作 
NGCc ) ,它们 之 间 的 关系 如 下 面 的 定理 所 述 . 

定理 4.21 设 线性 空间 V(F) 的 维 数 为 na,o 是 VC(F) 的 一 个 
线性 变换 , 则 

rl(o) 二 Nl(o)= dimo (V)+dimg *(0)=n. (4.43) 

证 设 dimo 1'(0) 一 ,Bi 一 {ql,…,ai} 是 核 s-'(9) 的 一 个 
基 , 把 Bi 扩充 为 V 的 基 召 一 {aa ，…，aeyaerl "Qn). 

由 于 Ve 王 mail 十 zas 十 … 十 zanEV 有 co(Ca) 一 
X10 (@) 十 Xs o (@) 十 … 十 Zo (Qa,), 所 以 o 的 值 域 是 o 关于 V 的 基 
的 象 生成 的 子 空间 , 即 o (V)= 二 Le (ai)，…，6 (gi) ,0 Cat 
c (qn)) ,再 由 os (qi) 二 9 (i 二 1,…,k) , 即 得 

o(V)=L(o (gan) ,0 (a,)), 
因此 ,只 需 证 明 re) 二 dime (V) 二 n 一 k, 即 {6 Carri), ,0 (a,)} 
ct 6 (ge) 十 … 十 ci0 (an) 二 0， 
即 0 (cr Qn" 十 Cran) 一 0， 
所 以 ,crtiasti 十 … 十 cxanEo (9) ,因而 它 可 被 Bi 线性 表示 ,于 
是 有 


cl ai 十 … 十 caak 一 CH ar 一 …… 一 ca 一 0 ， 
从 而 得 站 0, 故 {c Cast1),*…,0 Ca) } 线 
性 无 关 . 图 
由 于 线性 变换 o 的 值 域 c (V) 是 o 关 于 V 的 基 B= 
{a as,… ;ay} 的 象 6 (a1),o (as),…,o (a,) 生 成 的 子 空间 ,所 以 
r(o ) 一 dimo (V) 一 秩 {c (@),o (a) ,0 (a)}. (4.44) 
而 (4. 44) 式 中 的 后 者 又 等 于 o 在 基 B 下 对 应 的 和 矩阵 A 二 (a5),x; 的 
秩 , 即 


r(g) = r(A). (4.45) 
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这 是 因为 ,由 (4. 32) 式 
(Ca (a),o (gs) ,so (a,)) 


= (gi yaz ，…an) 


i 友 

可 以 证 明 ; 基 象 组 {o (ai),c (a;),…,o (a,)}) 与 4 的 列 向 量 组 

{B,B，,…,B,} 有 相同 的 线性 相关 性 . 设 
Zoo(Ca) 十 Teco(a) 十 … 十 Zeg(as) 一 0， OO 


dnn 


即 
D0 C0) 一 Dz Das a= 加 (aa ; 
i ee 
Dasrs = 0 i120sn. 


这 nn 个 等 式 就 是 以 A 二 (aj),y, 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 0. ©@ 
因此 ,如 果 c (a1),o (a;),…,o (a,) 线 性 无 关 , 那 么 只 有 全 为 零 的 
Xi,Xz "Ta 才 使 @ 式 成 立 , 从 而 加 只 有 零 解 , 故 4 的 列 向 量 组 线 
性 无 关 , 反 之 亦 然 ; 如 果 g (a ) ,6c (as),…,o (a,) 线 性 相关 , 则 @@ 有 
非 零 解 , 即 A 的 列 向 量 组 线性 相关 ,其 逆 亦 成 立 . 用 同样 的 方法 也 
可 证 明 , 基 象 组 {oc (a ),c (az )，…'a (a,)) 任 何 部 分 向 量 与 4 中 对 
应 的 部 分 列 向 量 也 有 相同 的 线性 相关 性 . 综 上 ,就 有 rCa) 一 r(4). 
如 果 线 性 变换 g 在 基 B 二 {a ,cz ,…,a,} 下 对 应 的 矩阵 为 4, 则 
核 s -1(0 ) 中 任 一 向 量 e 二 zi ai 十 zz @y 十 … 十 zwa;, 在 基 B 下 的 坐 
标 向 量 (zi ,x ,… ,Xx,) ,就 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0 的 解 向 量 . 
因此 4x=0 的 解 空间 N(4) 的 维 数 等 于 核 s-'(6 ) 的 维 数 , 即 
dimoe 1(0) 一 dimN(A). (4. 46) 
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习题 ”补充 题 答案 


习题 

1. 证 明 : wm 一 (1,1,1,1)7,ow 一 (1,1, 一 1, 一 1)T7,as 一 (1, 一 1,1, 一 1)7， 
ww 一 (1, 一 1, 一 1,1)7 是 及 :的 一 组 基 , 并 求 6 = (1,2,1,1)7 在 这 组 基 下 的 
坐标 . 

2. 已 知 有 :的 两 组 基 为 

wai 一 (1,2,1)7ya 一 (2,3,3)7T,as 一 (3,7,1)7， 

B=(3,1,4)T ,B=(5,2,1)7 ,B=(1,1,—6)T. 

求 : (1) 向 量 7 = 二 (3,6,2)" 在 基 {a ,az ,as } 下 的 坐标 ， 

(2) 基 {a ,as ,as ) 到 基 { 有 , 记 , 记 } 的 过 渡 和 矩阵 ， 

(3) 用 公式 (4.7) 求 7 在 基 {B , 民 ,让 )} 下 的 坐标 . 

3. 已 知 R!: 的 两 组 基 为 a1 二 (1,2, 一 1,0)T ,gs 二 (1, 一 1,1,1)7,a; 一 
(一 1,2,1,1)7,w 一 (一 1, 一 1,0,1)7; B=(2,1,0,1)7 ,p= (0,1,2,2)7, 
B=(—2,1,1,2)7 ,B=(1,3,1,2)7. 

(1) 求 基 {a ,ez ,as ,as) 到 基 {Bi ,po ,B; ,Pi) 的 过 渡 和 矩阵 ; 若 Y 在 基 {ai ,a ， 
as yai} 下 的 坐标 为 (1,0,0,0)7, 求 y 在 基 { , 忆 ,Bs ,B,}) 下 的 坐标 . 

(2) 求 基 {B ,pe ,Bs ,8 ) 到 基 {w ,az ,as ,as}) 的 过 渡 和 矩阵 ; 若 & 在 基 {B , 记 ， 
民 ,B} 下 的 坐标 为 (1,2, 一 1,0)", 求 § 在 基 {a ,az ,as ai } 下 的 坐标 , 

(3) 已 知 向 量 a 在 基 {a ,az ,a3,as) 下 的 坐标 为 (1,2, 一 1,0)", 求 它 在 基 
{BB , 民 ;B;,B;} 下 的 坐标 . 

4. 在 R* 中 找 一 个 向 量 y , 它 在 自然 基 {ei ,ez ,es ,es) 和 基 Pi 二 (2,1, 一 1， 
1)T, 尼 一 (0,3,1,0)7, 忆 一 (5,3,2,1)T,B, 一 (6,6,1,3)7 下 有 相同 的 坐标 . 

$5. 已 知 c 一 (1,2, 一 1,1),8 一 (2,3,1, 一 1),7 =(—1,—1,—2,2). 

(1) 求 a, B, 7 的 长 度 及 la, BB),(a ,7 ); 

(2) 求 与 a, p, 7 都 正 交 的 所 有 向 量 . 

6. 求 与 (1,1, 一 1,1),(1, 一 1, 一 1,1),(2,1,1,3) 都 正 交 的 单位 向 量 . 

7, 已 知 向 量 p 与 向 量 组 gi ,as,…,an 中 每 个 向 量 都 正 交 ,求证 8 与 a1， 
qz ，,"… ,an 的 任 一 个 线性 组 合 正 交 . 


习题 补充 题 答案 211 


8, 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 下 列 向 量 组 分 别 构造 一 组 标准 正 交 向 量 组 ， 

(1) (1,2,2,—1),(1,1,—5,3),(3,2,8,—7); 

(2) (1,1,—1,—2),(5,8,—2,—3),(3,9,3,8); 

(0 al Dt Dr 00; 

9, 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 下 列 R ;的 基 构 造 R* 的 一 组 标准 正 交 基 , 并 
求 向 量 a 二 (1, 一 1,0) 在 此 标准 正 交 基 下 的 坐标 . 

(1) (1,1,1) ,C0,1,1),(1,0,1), 

(2) (1,—1,D,(—1,1,1),(1,1,—1). 


10. 设 {ai ses sas) 是 R ;的 一 组 标准 正 交 基 , 证 明 ; p 一 于 (2m 十 2 os 一 


@)， 民 一 言 (2 a 一 十 2 4)， 民 一 语 (a1 一 2 a 一 2 a) 也 是 R: 的 一 组 标准 正 


交 基 . 
11. 已 知 


2 
7 
a 


e 


SC 


为 正 交 和 矩阵 , 试 求 a,b,c,d,e 的 值 . 
12. 证 明 : 若 4 是 正 交 矩阵 , 则 4 的 伴随 矩阵 4"* 也 是 正 交 和 矩阵 ， 
13. 证 明 : 若 4 是 正 交 和 矩阵 , 则 : (D4 的 行列 式 等 于 1 或 一 1;(iD4 一 47. 
14. 定义 ; 车 和 ?二 I, 称 A 为 对 合 和 矩阵 . 
证 明 : 任意 一 个 方 阵 如 果 有 三 个 性 质 ( 对 称 抢 阵 , 正 交 抢 阵 , 对 合 矩 阵 ? 
中 的 任 两 个 性 质 , 则 必 有 第 三 个 性 质 . 


15. 验证 下 列 矩 阵 是 对 称 和 矩阵 、 正 交 和 矩阵 和 对 合 矩 阵 
直 2 1 1 
Ti 人 2 2 2 2 
3 3 3 T 4. 1 1 
2 1 2 2 2 2 2 

1 i 

多 四 3 3 3 (2) i 1 i 1 
一 全 2 2 2 2 
3 3 3 T 1 1 1 
2 2 2 2 
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“16， 如 果 一 个 三 角形 矩阵 是 正 交 和 矩阵 ,证 明 这 个 矩阵 是 主 对 角 元 为 十 1 
或 一 1 的 对 角 阵 . 

17. 检验 下 列 集合 对 指定 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ,是 否 构成 实数 域 上 的 
线性 空间 : 

(1) 全 体 n 阶 实 对 称 ( 反 对 称 、 上 三 角 ) 和 矩阵 ,对 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(2) 全 体 半 阶 可 逆 矩 阵 ( 正 交 和 矩阵 ), 对 矩阵 的 加 法 和 数量 乘法 

(3) 全 体 n 次 实 系数 多 项 式 (n 宇 1) ,对 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 ， 

(4) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 体 向 量 ,对 向 量 的 加 法 和 数量 乘法 ; 

(5) 平面 上 全 体 向 量 , 对 通常 的 向 量 加 法 和 如 下 定义 的 数量 乘法 

Ra 一 0， 

其 中 kER ,a 为 任意 的 平面 向 量 ,0 为 零 向 量 ; 

(6) 齐 次 线性 微分 方程 YY 十 3y 十 3y 十 ?一 0 的 全 体 解 , 对 函数 加 法 及 
数 与 函数 的 乘法 ; 

(7) 非 齐 次 线性 微分 方程 十 3 十 3y' 十 y 二 zx 十 1 的 全 体 解 , 对 函数 的 
加 法 及 数 与 函数 的 乘法 ; 

(8) 全 体 正 实数 Rt ,加 法 与 数量 乘法 定义 为 

aMBb=a, ka=a:, 

其 中 opER+ ,kER. 

18. 全 体 复 数 在 实数 域 上 和 在 复数 域 上 ,对 通常 的 数 的 加 法 和 数 乘 运算 
是 否 都 构成 线性 空间 ? 如 构成 线性 空间 ,其 维 数 是 多 少 ? 并 给 出 一 组 基 . 

19. R’ 的 下 列子 集合 是 R 的 子 空间 吗 ? 用 定义 证 明 你 的 结论 ,并 说 明 
几何 意义 . 

(1) Wi= {zsT2 7T3) | nO— Zz =—=0), 

(2) Ws={(z1, T2973) |zi 二 z=1}; 

(3) Ws={(1,z2 ,73)|z; ,Ts ER ); 

(4) Wi={(z10,73)|z1 ,Ts ER}); 


(5) Ws -| ,Zz s 3) =- 全 - 引 | 


(6) Wse -| »X2 ,ma)| 写 1 
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20. 求 19 题 中 子 空间 Wi ,W, ,Ws 的 基 和 维 数 ， 
21. 设 


3 2—11—2 
求 齐 次 线性 方程 组 hx 一 0 的 解 空间 的 维 数 和 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 

22. 设 V 是 RR 的 一 个 二 维 子 空间 , 它 的 一 组 基 为 @ 二 (1,1,1,1,1) ,ew 一 
(1,1,0,1,1), 试 将 V 的 基 扩 充 为 R’ 的 基 . 

23. 求 R* 的 子 空间 

V= {(z197T29T39T) | XO— zs zs — x = 0} 

的 基 和 维 数 ,并 将 V 的 基 扩 充 为 R! 的 基 . 

24. 在 RRR: 中 , 求 下 列 向 量 组 生成 的 子 空间 的 基 和 维 数 ,并 求 子 空间 的 一 
组 标准 正 交 基 : 


a=(2,1,3,1), B=(2,1,3,—1), 
(1) o 一 (1,2,0,1)， 及 =( 一 1 1 一 3,1)， 

wow 一 (一 1,1, 一 3,0)， B=(4,5,3,—1), 

w 一 (1,1,1,1)5 A=(1,5,—3,1). 


*25. 设 a, 8B, 7y7ER"cccER，, 且 cc 天 0 证明: 车 ca 十 cB 十 
7=0, 则 L(a, B)=L(p, 7). 

26. 对 第 17 题 中 的 各 线性 空间 , 求 维 数 及 一 组 基 . 

27. 设 {a ,cz ，,… sar} 是 维 线性 空间 V 的 一 组 基 , 又 V 中 向 量 aw+i 在 这 
组 基 下 的 坐标 (zi ,zs ，,… ,zz ) 全 不 为 零 . 证明: @i ,az，… sassyanti 中 任意 个 
向 量 必 构 成 V 的 一 组 基 . 并 求 a 在 基 {a; ,… ,as yanr1}) 下 的 坐标 . 

28. 设 R[xjs 的 旧 基 为 {1, xz, 这 ,zx ,x!); 新 基 为 {1,1 十 x,1 十 ZX 十 这 ?， 
lst let }. 

(1) 求 由 旧 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 求 多 项 式 1 十 2z 十 3z 十 4x 十 5zx! 在 新 基 下 的 坐标 ; 

(3) 若 多 项 式 f(z) 在 新 基 下 的 坐标 为 (1,2,3,4,5), 求 它 在 旧 基 下 的 
坐标 ， 

29. 设 
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| & 1 0 0 0 0 
| )，m=( ) m=( ) = 人 上 
0 0 0 0 1 0 于 


Er je obs de 小 


(1) 证 明 G,G* ,Ga ,G: 是 R*”? 的 一 组 基 ; 
(2) 求 从 基 {Eil ,Ei , Ez ,Es) 到 基 {G ,G2 ,Gs ,G: } 的 过 渡 和 矩阵 ， 


(3) 求 矩 阵 
0 1 
ls We 
分 别 在 两 组 基 下 的 坐标 ( 列 ) 向 量 . 
二 “过 和 
30. 设 A=|0 w | 
0 0 w 
其 中 = 


(1) 证 明 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 , 对 于 矩阵 多 项 式 的 加 法 和 数量 乘法 ， 
构成 实数 域 上 的 线性 空间 . 

(2) 求 这 个 线性 空间 的 维 数 及 一 组 基 . 

31. 设 4AER"， 

(1) 证 明 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 组 成 R”" 的 一 个 子 空间 , 记 作 CC4)， 

(2) 当 A 二 TI 时, 求 C(4)， 

(3) 当 A 二 diag(1,2,…,n) 时 , 求 C(4) 的 维 数 及 一 组 基 . 
TL 0 六 
(oe gt, 
:2 
求 R，*3 中 全 体 与 4 可 交换 的 矩阵 所 组 成 的 子 空间 的 维 数 及 一 组 基 . 

“33. 设 Vi 和 V, 分 别 是 向 量 组 {a;} 和 {Bp} 生成 的 子 空间 , 求 Vi 站 Vi， 
六 十 Vs 的 基 和 维 数 . 设 : 


(1 a=(1,2,1,0), 及 一 (2, 一 1,0,1)， 
o 一 (一 1,1,1,1); |pB&=(1,—1,3,7); 


32. 设 4 一 


» 
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四 一 (1,2, 一 1, 一 2)， 
及 一 (2,5, 一 6, 一 5)， 
(2) 4 一 (3,1,1,1)， 


EL 
wd 人 人 


34. 设 Vi,Vs 分 别 是 齐 次 线性 方程 组 zz 十 zw 十 … 十 zs 一 0 与 
恤 一 … 一 2 的 解 空 间 .证 明 R"* 一 ViGV:. 

35. 设 Wi 是 R" 的 一 个 子 空间 , 且 Wi 了 关 R". 证 明 : 在 R" 中 必 存 在 另 一 个 
子 空间 W; ,使 得 R" 二 Wi 名 W;. 


VB 1 0 1 
2 3 1 0 

“36. 4 一 
四 01 -1 


,et 3 10 

(1) 求 矩 阵 4 的 列 空间 和 行 空 间 的 基 和 维 数 ; 

(2) 求 矩 阵 4 的 零 空 间 的 基 和 维 数 ， 

(3) 求 4 的 行 空间 的 正 交 补 的 维 数 . 

“37. 在 及 * 中 ,下 列子 空间 哪些 是 正 交 子 空间 ? 哪些 互 为 正 交 补 ? 并 说 

明理 由 . 
(1) Wi={(z,y,2)|3x—y+2z=0); 
(2) W, 


{ 
=-{ 
(3) Ws -eve 导 - 当 - 计 


(4) W, -es 生计 


38. 设 a 二 《x1 ,zs ,ZX3) ER’, 下 列 变换 g 是 否 为 R: 的 线性 变换 ?并 证 
明之 . 

(1) o (a)= (2x1 ,0,0), (2) og (= (zx ,0, zz) 

(3) g(a)= (zr 7T); (4) oo)=(1,1,7); 

(5) ca) 一 ao 十 ac ,其 中 ao&€ R’ 是 一 固定 向 量 . 

39. 若 上 题 中 (zi ,zs ,zs ) 是 向 量 a 在 自然 基 {e@ ,es ,es} 下 的 坐标 , 试 说 明 
(1) ,(3) 两 个 线性 变换 的 几何 意义 . 

40. 对 38 题 中 (1),(3) 两 个 线性 变换 ,分 别 求 : 


(zyyyz)|z 一 7 一 2z 一 0} 
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(1) ac 在 自然 基 {e ,ez,es} 下 的 对 应 矩阵 

(2) 6 在 基 w 二 (1,0,0) ,a 王 (一 1,1,0) ,om 一 (1, 一 1,1) 下 的 对 应 矩阵 . 

41. 在 有 :中 定义 线性 变换 

g (zyzyzs)I = (Zi Zz sx — Zs ,XT3)T. 

(1) 求 c 在 自然 基 {el ,ez ,es } 下 的 对 应 矩阵 

(2) 求 o 在 基 忆 二 (1,0,0)T,Bs 二 (1,1,0)T,B; 二 (1,1,1)7 下 的 对 应 
矩阵 . 

42. 设 {a azya} 和 {B , 记 , 记 } 是 R: 的 两 组 基 , 已 知 : 岂 一 2w 十 十 3 as， 
房 二 a 十 az 十 2 oa ; 房 一 一 十 十 cs 在 基 {a az ,as) 下 的 对 应 矩阵 为 


| 站 “一 点 
4 一 |0 4 一 1|， 
2 8 3 


试 求 : (1) c 在 基 { 一 ,2 was} 下 的 对 应 矩阵 . 
(2) 在 基 {8 , 记 , 记 )} 下 的 对 应 矩阵 . 
43. 已 知 R’ 的 线性 变换 o 对 于 基 
= (—1,0,2)T, @ = (0,1,1)T, ww 一 (3, 一 1, 一 6)7 
的 象 为 
ga) 一 及 = (~—1,0,1)"T, oe (a) =p= (0,—1,2)", 
ol@) =pB= (—1,—1,3)7. 
(1) 求 o 在 基 {ai ,az ,es } 下 的 矩阵 表示 
(2) 求 o (Bl) ,6 (PB) ,0o (Bs); 
(3) a 在 基 {ai ,a ,as } 的 坐标 向 量 为 (5,1,1)5, 求 c (a ) 在 基 {a ,az ,as} 下 
的 坐标 向 量 ， 
(4) 8 一 (1,1,1)7, 求 c (B);. 
(5) 6 (7 ) 在 基 {e ,az ,as } 下 的 坐标 向 量 为 (2, 一 4, 一 2)7 , 问 : 原 象 7 是 否 
唯一 ?如 不 唯一 , 求 所 有 的 原 象 y . 
44. 在 及 "中 定义 变换 g(X) 王 了 BXC, 其 中 了 ,CER" 是 两 个 固定 的 矩 
阵 . 证 明 c 是 及" 的 线性 变换 . 
45. 求 R [z], 的 微分 变换 D(f(x)) = 二 六 (zx) 在 基 {1,1 十 x,1 十 zx 十 zx?， 
1 十 z 十 十 如 下 的 对 应 和 矩阵 . 
46. 设 44 题 中 的 
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Q D 
a=c= ( 由 
cd 


求 c (X) 二 BXC 在 基 Eu ,Ew ,Ez ,Ess( 如 29 题 所 给 ) 下 的 对 应 矩阵 ， 

47. 设 o 是 线性 空间 V 上 的 线性 变换 . 如 果 g “1(&) 隆 9 ,但 o*(&€) 二 9， 
求证 & ,oa (&€ ) ,ao (8€),…,o* 1!1(&) 线 性 无 关 (k 放 1). 

48. 求 下 列 线性 变换 c 的 象 ( 值 域 ) 和 核 以 及 o 的 秩 : 

UD olny i) 

(2) a 是 nn 维 线性 空间 的 零 变换 ; 

(3) o 是 n 维 线性 空间 V 的 恒 等 变 换 ; 

(4) ao: R">R”Ho (zza yz) 一 (Zi 0 ,0). 

49. 求 有 :的 一 个 线性 变换 6 ,使 得 o 的 象 为 c (及 : ) 王 L(ai az) ,其 中 wl 一 
(1,0, 一 1),az 一 (1,2,2). 

50. 已 知 及 :的 线性 变换 c (zi ,zz)== (zi 一 Zz ,xi 十 Zz). 

(1) 求 o? (zi ,zx2) 二 ? 

(2) 问 o 是 否 可 北 ? 如 可 逆 , 求 ce 一 (zyzz) 一 ? 


补充 题 


51. 设 4 为 正 交 矩 阵 ,I+4 可 逆 , 证 明 ， 

(1) (TI 一 人 )(CI 十 4) 一 可 交换 ， 

(2) (I 一 4) (I 二 4) “为 反对 称 矩 阵 . 

52. 证 明 :(1) 若 det4 王 1, 则 A 为 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 每 个 
元 素 等 于 自己 的 代数 余子 式 ;(2) 若 det4= 二 一 1, 则 4 为 正 交 矩阵 的 充 要 条 件 
是 A 的 每 个 元 素 等 于 其 代数 余子 式 乘 以 一 1. 

S3. 设 a ,as ，… ,Qn ER ,证明 :aa ，… ,a 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 


(gaya) (aya) … (ayan) 


(azyai)》 (azyaz) … (azyam) 
det . 天 0. 
(ansa) (ansa2) … (anyan) 
$54. 证 明 : LC@i as， ,as) 十 LB ,BB)=L(a ,0 ,BB ). 
55. 设 秩 {a ,az ;… as) 一 7, 秩 {BB ,应 ，…8) 一 履 证 明 : 
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dimL(a ya ay， 有 及 ,8) 委 7 十 轧 . 


56. 设 A 是 mXn 的 矩阵,B 是 sXn 和 矩阵 ,两 个 齐 次 线性 方程 组 Ax 一 0， 
Bx 二 0 的 解 空间 的 交 是 什么 意义 ? 如 何 求 它们 的 交 ? 
57. 如 何 求 两 个 子 空间 L(@ ,as ，… as) 与 L(Bi ,及 ,及 ) 的 交 . 其 中 a;， 
BER",i=1,.,s; 7 一 1 站 


58. 设 A 为 n 阶 实 和 矩阵 , 问 : 下 列 命题 是 否 正确 ? 并 说 明理 由 . 


(1) 若 dimR(A4) 二 n, 则 RC4A) 王 RC4I)， 


(2) 车 dimR(4)= 二 m 二 n, 则 R(4) 隆 R(AT). 


59. 设 Vi ,Vs 是 R" 的 两 个 非 平凡 子 空间 ,证 明 : 在 R" 中 存在 向 量 a ,使 
a EVi, 且 a EV ,并 在 R’ 中 举例 说 明 此 结论 . 


答案 
1 5D 2 (GD (2,1,D". 
一 27 一 71 一 41 
(2) | 9 20 9|. 69) 于 G53, 一 106,83)7， 
站 “… 溃 
1001 0 2 1 
1 1 0 1| |= :和 3 
3. (1) (2) 
GF 守 江 人 0 o0 0 0 1 
0010 站 
(3) (3,1,0, 一 2)T， 
4，&GL,1,1, 一 DT 
5，(2) hi(—5,3,1,0)7 + (5,—3,0, DT 
1 时 
wr et 
1 工 2 T 
#0 三 
—2)7. 
基于 本 2 
V7 V39 
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下 1 
(3) (2,1,3, 一 1)7， (Ge 
V23 


V15 
1 
0 
Make 
Ctl 
由 再 41DT 震 C21D7 ,0 一 1DT， 
(0, 8) 
1 1 
em We a WN 
后 大 
T (2V3 _V6 
霹 0107， (2 吾 ,一 cy 人 
6 车 6 3 6 化 坟 。 人 6 
FE 人 ra 学 7 或 学 革 二 本 7 


12. 利用 4A* 一 |414 一 及 14 一 1 证明 (4 )74* 一 工 

13. 利用 定义 4A 二 了 ,立即 可 得 . 

14. 由 4A' 二 A4, A"A= 了 I 可 推出 A?==T, 其 他 类 似 . 

16, 利用 列 向 量 组 是 标准 正 交 向 量 组 或 用 数学 归纳 法 做 证 明 . 

17. (1) 是 ,(2) 否 ,(3) 否 ,(4) 否 ,(5) 否 ,(6) 是 ,(7) 否 ,(8) 是 . 

18. 是 ;在 实数 域 上 是 2 维 , 基 {1,i) ;在 复数 域 上 是 1 维 , 基 {1). 

19. (1),(4),(5) 是 ;(2),(3),(6) 不 是 . 

20. Wi: 23(1,1,0)T ,C0,1,1)T, W,: 23C1,0,0)T,(0,0,1)T, Ws: 1 
(@ A 

21. 2 有 10107 天 G 一 20.3D7 

22. (1,1,1,1,1)7，(1,1,0,1,1)7，(0,0,0,1,0)7， (0 0,0,0,1)7， (1 0， 
0,0,0)7T, 

23. 33C1,1,0,0)T ,C1,0,—1,0)T,(1;0,051)T3 C113050)T ,C1,0,—1, 
OT 05051)T (1;05050)T; 


24. nt i 
—7,—1,18)7. (2) 2;8 ,BC2,1,3, 一 D) ,一 (07,36, 一 12，4)， 
Ri V5 
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25， 只 要 证 明 向 量 组 {a, 8 } 与 (18, y} 是 等 价 向 量 组 , 即 可 以 互相 线性 
表示 . 


26. (DD) 全体 阶 实 对 称 短 阵 (上 三 角 和 矩阵 ) 构 成 的 线性 空间 为 代号 
1 0 
维 .如 一 2 时 ,对 于 实 对 称 矩 阵 构成 的 线性 空间 的 基 为 4 一 (。 。) ,和 一 


( br 上 全 体 z 阶 反对 称 矩阵 构成 的 线性 空间 为 亿 二 2 维 ， 


(6) 维 数 为 3, 它 的 基 为 e ,ze ,ze =. 

(8) 维 数 为 1 ,任何 非 零 正 实数 a 都 是 基 , 任 何 非 零 正 实数 5 均 可 表示 为 
5 二 k，a 二 at ,其 中 ==logsa. 

27. 用 定义 证 明 , 如 证 明 @s,as,…,as,ant1 线 性 元 关 时 , 设 ks as 十 
ks as 十 … 十 ， Qn 二 ktiantil 一 0. 将 已 知 条 件 a+ 一 Xi al 十 To az 十 … 让 Qn 
(其 中 zi ，,… ,x, 全 为 非 零 数 ) 代 入 , 即 可 推出 二 二 … 二 如 二 +1 二 0 


1 必 1 Io 0 
30. (2) 利用 w= 二 1,A4;= 二 I,A 二 上 |0 w 0|,A4 二 1|0 w 0|, 再 定义 
0 0 ww 0 0 w 


A' 二 TI, 于 是 VkEZ ( 正 整 数 ),At 均 可 由 4" ,A,A? 线性 表示 ,证 明 I,A,A? 线 
性 无 关 , 从 而 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 构成 的 线性 空间 是 三 维 的 , 且 f(A) = 


六 4 一 了 641( 其 中 ,5 E 及 ,为 任何 正 整数 ). 


32. 设 B= 二 (6b;)3x3ER*3, 利 用 4B 二 BA. 求 出 所 有 的 B, 再 确定 所 有 B 
构成 的 子 空间 的 基 和 维 数 . 

33. (1) 设 za 十 Zz @ 一 Zz3 BB 十 zs 民 ,求解 这 个 向 量 方程 所 对 应 的 zx1， 
Zs ，X3 ;Ty 的 齐 次 线性 方程 组 , 即 可 得 Vi 站 Vs ,而 VV 十 Vs 二 La ,a ,PB ,B:) 
的 基 为 {a ,az ,PB , 户 } 的 极 大 线性 无 关 组 . 

35. 将 Wi 的 基 {a，…an 扩充 为 及 "的 基 {al，…，anyantl，…ya}， 取 
及: 一 工 (on ,an) , 则 WODW,=R". 

36. (1)2;alyaz; 2; Bisps. (2) 3;(4,—3,1,0,0)7,(—1,1,0,1,0)7, 
(—352,050,1)™, (3> 3; 

37. Wi | Ws 有 8 Wi=Wi ,Ws | W,. 
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38. (1),(3) 是 ;(2),(4),(5) 否 ， 


40. (1) 
2 
(2) |0 


0 


41. (1) 


42. (1) 


43. (1) 


2 0 0 次 0 
0 0 0|，|0 1 0|， 
”全 中 
一 2 2 天 0 
0 0|，|0 1 一 人 
0 0 0 8 一 二 


1 10 02 2 

i ET 中， 人 To = 

0 01 00 1 
0 37 24 12 

,8 | Wy | 二 
3 2|; 
2 18 12 9 

人 


1 2 | 


eh 


15)™. (3) (6,—2,0)™, (4) (—7,—5,17)™. (5) (4k—8,2—2k,18—9k)T, 


& 为 任意 常数 ， 
44. 用 定 
k2 o (X,). 


45. 


3 


47. 证 法 


义 证 明 : YX,X ER 有 Ra (kX kX)= ho (XI)++ 
1 al a ac ab pc 
0 8 ab ad b* bd 
46. x 
0 0 3 ac c? ad cd 
0 0 0 bc cd bd d’ 
与 第 3 章 46 题 的 证 明 类 似 ， 


48. (1) Imec =L((1,—1,0),(1,0,1)), Kere =L((—2,1,1)), r(o ) 一 2， 


(2) Imo 


{0}, Kerg =V, r(g )=0. (3) Ima =V, Kere ={0}), r(g)=n. 


(4) Ime 一 工 (el )，Kerc 一 工 (ez ,…,e*)，TCa) 一 1. 
49. Va ER3s，ac(a)ELCoya) ,所 以 5c(a) 一 Do 十 za 一 (Zi 十 Za 
2 2 


222 第 4 章 向 量 空间 与 线性 变换 


S0. (1) 6c2(ziyzz) 一 (一 2z ,271), 


tx Zo—x 
要 


(Co (n,m) (Te 2 2). 


Sl. (1) 利用 (I 十 A) (I 一 A)==(I 一 A) (I+A). 
(2) 利用 I=A4. 


52. 利用 47 一 4 :一 


53. 用 反 证 法 . 
57. 设 & EL(a ,a) 门 LCB,…,B), 则 
€= ma 十 … 十 Za 一 ZrH Bi "二 zB 
即 Tia 二 "十 Za 一 Xn 有 一 … 一 Zr8 一 0. 
解 此 向 量 方程 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 即 可 求 得 两 个 子 空 间 的 交 . 
58. (1) 正确 . (2) 不 正确 ,反例 :4 为 非 满 秩 的 实 对称 和 矩阵 . 
59. 存在 a EV: ,但 wE Vi;as EVi ,但 gz EV; ,证 明 & 十 es 满足 要 求 . 


-1 


A”". 
14| 


特征 值 和 特征 向 量 ”矩阵 的 对 角 化 


Wh i 


前 几 章 讨论 的 问题 ,几乎 都 涉及 线性 方程 组 求解 ,为 此 而 把 矩 
阵 简 化 为 阶梯 形 所 采用 的 主要 方法 是 初等 变换 . 今后 要 讨论 的 主 
要 问题 ,虽然 仍 要 把 矩阵 简化 为 对 角形 或 上 三 角形 ,但 是 主要 的 技 
巧 不 再 是 初等 变换 ,尽管 解决 问题 时 仍 要 用 到 初等 变换 ,但 它 仅 起 
辅助 的 作用 . 这 一 章 主要 讨论 :和 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 和 矩阵 在 
相似 意义 下 化 为 对 角形 ; 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 . 


5.1 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ”相似 矩阵 


5.1.1 特征 值 和 特征 向 量 的 基本 概念 


定义 5.1 设 4 为 复数 域 C 上 的 阶 矩阵 ,如 果 存 在 数 AEC 

和 非 零 的 = 维 向 量 x, 使 得 
4x 一 亿 (5. 1) 

就 称 是 矩阵 4 的 特征 值 ,x 是 A 的 属于 (或 对 应 于 ) 特 征 值 4 的 
特征 向 量 . 

注意 : 特征 向 量 x 隆 0; 特 征 值 问 题 是 对 方 阵 而 言 的 ,本 章 的 
秆 了 泗 如 不 加 说 明 ,都 是 方 阵 . 

根据 定义 ,n 阶 矩 阵 A 的 特征 值 ,就 是 使 齐 次 线性 方程 组 
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QI—A)x=0 
有 非 零 解 的 4 值 , 即 满足 方程 
detQI—A)=0 (5 2 


的 4 都 是 矩阵 A 的 特征 值 . 因此 ,特征 值 是 4 的 多 项 式 det(XI 一 A) 
的 根 . 
定义 5.2 设 n 阶 矩阵 A 二 (a;), 则 
f00) =detQr —A) 


A—an a SE 一 Qln 
一 0 A—az 一 Qazn 
一 | . (5. 3) 
1 1 
一 Ga 一 22 一 Ci 


称 为 矩阵 A 的 特征 多 项 式 ,A 一 A 称 为 4 的 特征 矩阵 ,(5. 2) 式 称 
为 4 的 特征 方程 . 
显然 ,n 阶 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 是 4 的 ”次 多 项 式 . 特征 多 项 
式 的 & 重 根 也 称 为 & 重 特征 值 . 当 n 宇 5 时 ,特征 多 项 式 没有 一 般 
的 求 根 公式 ,即使 是 三 阶 和 矩阵 的 特征 多 项 式 , 一 般 也 难以 求 根 , 所 
以 求 矩阵 的 特征 值 一 般 要 采用 近似 计算 的 方法 , 它 是 计算 方法 课 
中 的 一 个 专题 . 
例 1 求 矩 阵 
Se 
3 1 -| 
4 一 2 | 


A= 


的 特征 值 和 特征 向 量 . 

解 ”矩阵 4 的 特征 方程 为 
A 1 1 
和 1 
一 4 2 We= 
该 特征 矩阵 的 行列 式 的 每 行 之 和 均 为 4 一 3, 将 各 列 加 到 第 1 列 ， 


detQAI—A)= 一 内 
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并 将 第 1 行 乘 一 1 加 到 第 2、3 行 得 
I 汶 1 
det(QI —A) 一 0 一 3) 


Xl 


2 


Ts 


0. 一 2 0 
0 1 和 一 2 
一 (一 3)( 一 2): 一 0. 
故 4 的 特征 值 为 1; 一 3,): 一 2( 二 重 特征 值 ). 
当 刀 .二 3 时 ,由 01 一 A)x 一 0, 即 
= 击 0 
一 各 党 二 
= 相信 这 0 
得 其 基础 解 系 为 x 二 (1,1,1)” ,因此 ,kxi(ki 为 非 零 任意 常数 ) 
是 4 的 对 应 于 X11 二 3 的 全 部 特征 向 量 . 
当 和 二 2 时 ,由 (MT 一 人)x 一 0, 即 
= 出 工 | 站 大 0 
一 城下 于 中 | 
一 4 2 1)\zs 0 
得 其 基础 解 系 为 x 二 (1,1,2)7, 因 此 ,ksxs (ks 为 非 零 任意 常数 ) 
是 4 的 对 应 于 :一 2 的 全 部 特征 向 量 . 
例 2 主 对 角 元 为 all ,az ，"…,ann 的 对 角 和 矩阵 A 或 上 (下 ) 三 


角 和 矩阵 B 的 特征 多 项 式 是 
IA1—A|l=|XN—B|= Qan)(M om a).(A— am), 
故 A,B 的 个 特征 值 就 是 个 主 对 角 元 . 


5.1.2 ”特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 


定理 5.1 若 和 x 都 是 和 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ， 
则 xi 十 kzxs 也 是 4 的 属于 4。 的 特征 向 量 ( 其 中 ,ks 是 任意 常 
数 , 但 kxi 十 ksxz 关 0). 

证 由 于 X11 »X2 是 齐 次 线性 方程 组 
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(of 一 4)xz 一 0 
的 解 ,因此 如 xi 十 kxs 也 是 上 式 的 解 , 故 当 和 xi 十 koxs 关 0 时 ,是 
A 的 属于 4。 的 特征 向 量 . 国 
在 (ho1 一 A)x 一 0 的 解 空间 中 , 除 零 向 量 以 外 的 全 体 解 向 量 就 
是 4 的 属于 特征 值 的 全 体 特 征 向 量 ,因此 ,GI 一 A)x==0 的 解 空 
间 也 称 为 矩阵 4 关于 特征 值 的 特征 子 空间 , 记 作 Vi.n 阶 矩 阵 人 入 
的 特征 子 空间 是 ” 维 向 量 空间 的 子 空间 , 它 的 维 数 为 
dimw 一 7 一 ICOT 一 4). 
需要 注意 的 是 ,n 阶 实 和 矩阵 的 特征 值 可 能 是 复数 ,所 以 特征 子 空间 
一 般 是 2 维 复 向 量 空间 C *( 见 附录 ) 的 子 空间 . 
例 1 中 扼 阵 4 的 两 个 特征 子 空间 为 
Vo = {kx |x= (1,1,D',kEC), 
Vi = {hx |x= (1,1,2)7,kEC). 
定理 5.2 设 n 阶 矩阵 A 二 (Cai) 的 nn 个 特征 值 为 X41 ,4s,…， 
X; 则 


(21) y = Paw (ii) TI 一 det4. 
其 中 a 是 4 的 主 对 角 元 之 和 , 称 为 矩阵 勾 的 迹 , 记 作 tr(4). 
“证 设 


A—an 0 一 aa … 0—a 

0 一 Q 人 一 as 5 一 
det(T 一 人 ) 一 | .~ (5. 4) 

人 一 


一 和 十 ca 十 ch 十 … 十 ce 十 cs (5.5) 
(5.4) 式 可 表示 为 2* 个 行列 式 之 和 ,其 中 展开 后 含 ”项 的 行列 
式 有 下 面 n 个 
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—an 0 0 0 A 一 az 0 “ww 0 
一 aa A 0 … 0 0 一 az 0 ' 0 
一 © A wr 0|;|0 —as A ww Gy 


a 0 0 % A 0 一 oo 0 % A 
A 0 0 = 
A 0 = 
0 A 一 asn 


0 0 0 … 一 am 
它们 之 和 等 于 


一 《au 十 azz 十 … 十 am)4” 一 (一 Xan os » 
i=1 


即 (5. 5) 式 中 的 6 一 一 > au 
又 (5. 4) 式 展开 后 不 含 的 常数 项 为 


TQ 一 012 “” 一 ln 
or ma "dm 

一 (一 1)"det4， 
Ta 一 02 “"” 一 Qnr 


即 (5. 5) 式 中 的 c. 一 (一 1)*det4. 
假设 4 的 nn 个 特征 值 为 X11,X;，,… ,4,, 根 据 n 次 多 项 式 的 根 和 
系数 的 关系 ,得 


n 
> A 0 > Qiiy 
i=1 i=1 


—D*T[2=¢c, = (一 D*det4， 


j= 


228 第 5 章 特征 值 和 特征 向 量 佐 阵 的 对 角 化 


IIx 一 detA. 国 
i=1 


由 定理 5.2( 店 可知: 当 det4 关 0( 即 A 为 可 道 矩 阵 ) 时 ,其 特 

征 值 全 为 非 零 数 ;反之 ,奇异 矩阵 4 至少 有 一 个 零 特 征 值 . 
c= (1)s, k= 1,2,.,n, 

其 中 5 为 n 阶 和 矩阵 4 的 全 体 & 阶 主子 式 之 和 . 

和 矩阵 的 特征 向 量 总 是 相对 于 和 矩阵 的 特征 值 而 言 的 . 一 个 特征 
向 量 不 能 属于 不 同 的 特征 值 ,这 是 因为 ,如 果 x 同 时 是 A 的 属于 
特征 值 4 ,441 隆 %s) 的 特征 向 量 , 即 有 

A 有 

则 AxX=Asx 即 (一 XA)x=0. 
由 于 罗 一 入 关 0, 则 x 二 0, 这 与 x 天 0 矛盾 . 

和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 还 有 以 下 性 质 ，; 

性 质 1 若是 矩阵 4 的 特征 值 ,x 是 4 的 属于 4 的 特征 向 
量 , 则 

GD 了 是 4 的 特征 值 (x 是 任意 常数 )， 

Qi) a” 是 4A” 的 特征 值 (m 是 正 整 数 )， 

(iii) 当 有 A 可 道 时 ,A ! 是 A ! 的 特征 值 ; 
且 x 仍 是 矩阵 84 ,4" ,4 一 的 分 别 对 应 于 特征 值 以," ,元 的 特征 
向 量 . 

证 (i) 的 证 明 留 给 读者 练习 . 

(Qii) 由 已 知 条 件 Ax 二 x ,可 得 

A(Ax) = AGQx) = A(Ax) = Xx), 

即 = 
再 继续 施行 上 述 步 又 x 一 2 次 ,就 得 


| 
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故 )" 是 矩阵 4” 的 特征 值 , 且 x 也 是 4” 对 应 于 ”的 特征 向 量 . 
Qi) 当 A 可 道 时 ,4 隆 0, 由 Ax 一 Xx 可 得 
AT'(Ax) = ATA) = A x, 
因此 Alx=A'x, 
故 * ' 是 A 的 特征 值 , 且 x 也 是 4 下 对 应 于 4X7! 的 特征 向 量力 
性 质 2 矩阵 A 和 4" 的 特征 值 相同 . 
证 因为 QI 一 4) 二 QDT 一 47 一 并 一 47, 所 以 
det(MT 一 人) 一 detCT 一 47T). 
因此 ,A 和 A” 有 完全 相同 的 特征 值 . 国 
“定理 $5.3 设 A=(a;) 是 nn 阶 矩阵 , 若 


人 3 .6 |e 1 (i = 1,2,°,n), 
d= 

(2 Da ed G = 1,2,°%,n) 
i=1 


有 一 个 成 立 , 则 4 的 所 有 特征 值 4i(4 二 1,2,…,n) 的 模 ( 当 4 为 实 
数 时 ,是 指 4 的 绝对 值 ) | xx | 小 于 1. 

证 设 * 为 4 的 任 一 特征 值 ,x 为 和 对 应 的 特征 向 量 ,由 
Ax 二 Xx , 即 


Dasz; 一 Mi (= 1;2, ,7). 
yt 


记 max|zi| 王 ze* 则 有 
1<j<n 


Da n A 
一 < lel [|<B lt 
由 此 可 见 , 阁 (1) 成 立 , 则 |4| 过 1. 因此 ,由 4 的 任意 性 即 得 |X4 | 一 
1 (二 1,…,n). 同 理 , 若 (2) 成 立 , 则 4” 的 所 有 特征 值 即 4 的 所 
有 特征 值 的 模 小 于 1. 
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> 三 注 1 
例 3 设 A= 2 三 记 2 
= 4 直 1 


GD 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 
(iD 求 可 道 算 阵 了 ,使 P 7'AP 为 对 角 阵 


解 OD 
和 一 下 1 | 外 二 小 /网 1 
| MT 一 4|=| 一 2 1:+2 一 2|=| 一 2 和 一 2 
1 tt 关 二 于 1 > el 
p> ct “大 二 才 
一 | 一 2 4 一 2|=ALGOA 一 1)( 十 3) 十 3] 
3 Q 人 十 3 
二 (2 十 2)， 


4 的 特征 值 为 1 一 Xs 二 0( 二 重 特征 值 ) 和 3 二 一 2. 

当 包 .二 0 时 ,由 (CT 一 4)x 一 0, 即 4x 一 0 得 基础 解 系 x 二 
(1 ,1,0)7 和 x 一 (一 1,0,1)7, 故 4 对 应 于 :一 0 的 全 体 特 征 向 量 
为 xi 十 Roxz 二 Ri1(1,1,0)T 十 ks( 一 1,0,1)T( 其 中 i ,ks 为 不 全 为 


零 的 任意 常数 ). 
当 ) 三 一 2 时 ,由 (QsI 一 A)x 二 0, 即 
一 已 4 1 六 0 
| 2 0 2 : = 
1 =] =) lm 0 


得 基础 解 系 为 x 二 (一 1, 一 2,1)7,A 对 应 于 1; 二 一 2 的 全 体 特 征 
向 量 为 kx; 二 ks( 一 1, 一 2,1)T(k 为 非 零 任意 常数 ). 
(ii 将 Ax; 二 Xx;(i 二 1,2,3) 排 成 矩阵 等 式 
超 ” 杉 者 
0 Az | 


0 0 A 


Alxi yX2 Xs) = (Xi ,Xs ,Xs) 
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取 
1 = 0 
P= (x,x,x) = |1 0 —2|，A= 0 | 
0 业 1 一 小 


则 AP=PA , 且 | 了 | 王 2 天 0, 因 此 就 得 P- 14 了 一 4 为 对 角 阵 . 
5.1.3 ”相似 矩阵 及 其 性 质 


定义 5.3 ”对 于 矩阵 4 和 马 , 若 存在 可 逆 矩 阵 卫 ,使 P :4 了 一 
B, 就 称 A 相似 于 吾 , 记 作 4 一 也 . 

矩阵 的 相似 关系 也 是 一 种 等 价 关 系 , 即 也 有 以 下 三 条 性 质 . 

(iD 反 身 性 : A~A. 

(ii) 对 称 性 : 若 4 一 了 B, 则 了 一 4. 

(iii) 传递 性 ; 若 A~B,B~C, 则 4 一 C. 

它们 的 证 明 , 留 给 读者 作为 练习 ， 

相似 矩阵 有 以 下 性 质 : 

(1) P7!i (kiAit+hksAs)P=hkP- 1AP+ksP-!AsP( 其 中 ,ks 
是 任意 常数 ). 

(2) P71(A1A;)P=(P 1A1P)(P 'A,P). 

(3) 若 4 一 下 , 则 4" 一 B" (ma 为 正 整数 ). 

证 ”因为 4 一 了 ,所 以 存在 可 逆 和 矩阵 己 ,使 


PAP= 8B, 
于 是 B” =(P "AP)(P AP):…(P AP) 
一 了 -4"P， 
故 A 一 下 国 


"(4) 若 4~B, 则 /4) 一 7CB) ,其 中 
f(7) 一 207 ta zr"! Tatras 
f(4) 一 as 4 十 ak: 十 心 十 aa 十 cao， 
f(B) 一 ao 了 "十 aiB 十 … 十 ai 了 十 ao 工 
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利用 性 质 (1),(3) 的 结论 ,容易 证 明 性 质 (4). 
第 (5) 条 性 质 是 一 个 重要 的 结论 ,我 们 把 它 写成 一 个 定理 . 
定理 5.4 相似 矩阵 的 特征 值 相同 . 
证 只 需 证 明 相 似 矩 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 设 4 一 也 , 则 存 
在 可 道 和 矩阵 了 ,使 得 


PAP=B. 
于 是 
IA—B|I=|XN—P7AP | 
一 | PTOQI—AP|I=|P7|I|IA—AIlIP| 
一 |M 一 4| ( 因 |P7'||P|= 1). 国 
必须 注意 ,定理 5. 4 的 逆 命 题 不 成 立 ,例如 


1 0 1 
le a ls 
0 1 0 1 


都 以 1 为 二 重 特 征 值 ,但 对 于 任何 可 北 矩 了 泗 P 了 ,都 有 PIP 二 I 关 
4, 故 4 和 工 不 相似 . 


5.2 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 


所 谓 矩 阵 可 对 角 化 指 的 是 ,矩阵 与 对 角 阵 相似 . 本 节 讨 论 矩 阵 
可 对 角 化 的 条 件 . 其 主要 结论 是 :矩阵 可 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 
7 阶 和 矩阵 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 或 矩阵 的 每 个 特征 值 的 ( 代 
数 ) 重 数 等 于 对 应 特征 子 空间 的 (几何 ) 维 数 . 

今后 我 们 常 将 主 对 角 元 为 a1,a:,…,a, 的 对 角 阵 记 作 
diag(ai ,as ，,"… ,a;) ,或 记 作 A. 

从 5.1 节 例 3 可 见 , 当 三 阶 和 矩阵 4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 xi ,x; ,xXs 时 , 取 了 一 (xxzyxs) 就 有 

PAP = diagQi yz ys)5 

其 中 X1,4z ,4 分 别 是 特征 向 量 wx; ,xs 所 对 应 的 特征 值 . 这 表 
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明 , 三 阶 和 矩阵 和 A4 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 是 4 与 对 角 阵 相似 的 
充分 条 件 . 事实 上 它 也 是 必要 条 件 . 下面 给 出 一 般 结论 . 
定理 5.5 ?7 阶 矩阵 4 与 对 角 阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 有 个 


线性 无 关 的 特征 向 量 . 
证 必要 性 : 设 
PAP = diag Mi,hs ,A,) 人 ， 
即 AP = PA. 
将 己 矩 阵 按 列 分 块 ,表示 成 
P= (x ,Xs Xun)， 
则 
人 Mi 
A(xiyXs wy ) = (Xi, Xz ,Xn) 人 a ， 
An 
即 (Axi,Axs,** ,Ax,) = (Mxi, AXe s*** AnXn), 
于 是 


Ax; 一 AiXi (i = 1,2,.,n). 

故 训 ,Xs，,"…,x， 是 A 分 别 对 应 于 特征 值 41 ,Xs，… ,4 的 特征 向 量 . 
由 于 P 了 可 道 ,所 以 它们 是 线性 无 关 的 ,必要 性 得 证 . 

上 述 步 又 显然 可 道 ,所 以 充分 性 也 成 立 . 国 

5.1 节 例 1 中 的 4 只 存在 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 不 
可 对 角 化 . 

由 定理 5.4 可 知 : 若 4 与 对 角 阵 A 相似 , 则 A 的 主 对 角 元 都 是 
4 的 特征 值 . 若 不 计 的 排列 顺序 , 则 A 是 唯一 的 , 称 A 为 4 的 相 
似 标准 形 . 

定理 5.6 乞 阵 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 
关 的 . 


234 第 5 章 特征 值 和 特征 向 量 什 阵 的 对 角 化 


证 设 A4 的 m 个 互 不 相同 的 特征 值 为 X1,X4;,…,4,, 其 相应 
的 特征 向 量 分 别 为 X19X2 ss Xn. 

对 mr 作 归 纳 法 ,证 明 x ,xs,… ,x 线性 无 关 . 

当 m 二 1 时 ,结论 显然 成 立 ( 因 为 特征 向 量 xi 关 0). 

设 k 个 不 同 特征 值 41 ,4 ,…,X4 的 特征 向 量 x1 ,xs,… ,x 线 
性 无 关 , 下 面 考虑 十 1 个 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 的 情况 . 

设 


aixl 十 azxs 十 … 十 ae 十 atHxtH 一 0， (0 
则 4(aixl 十 azxs 十 … 十 at 十 arxr) 二 0， 
即 
QAMiRi 十 azXsws 十 … 十 GE 十 Ca = 0. @ 


将 @ 式 乘 +1 ,再 减 去 @ 式 得 
ai (CAeH — A Xi Tas (At 一 02)xs 二 二 ar Ai CO— A Dx: = 0. 
根据 归纳 假设 x ,xs ,… ,xi 线性 无 关 , 所 以 
ai(AtH 一 人 i) = 0,1= 1,2,.,k. 
由 于 AH 天 1 一 1)2……)R， 
所 以 
FR ® 
将 名 式 代入 @ 式 ,得 
ax = 0. 

由 于 特征 向 量 x+ 天 0, 故 at 一 0, 故 2，…xttl 线 性 无 关 . 国 

推论 若 ?” 阶 矩阵 4 有 ?个 互 不 相同 的 特征 值 , 则 4 与 对 角 
阵 相似， 

但 必须 注意 ,推论 的 逆 不 成 立 ,如 5.1 节 例 3,4 与 对 角 阵 相 
似 ,但 特征 值 中 0 是 二 重 特征 根 . 

“定理 5.7 设 九 ,4%2,…,4。 是 n 阶 和 矩阵 4 的 m 个 互 异 特征 
值 ,对 应 于 的 线性 无 关 的 特征 向 量 为 x ,x (i 二 1， 
2,…,m), 则 由 所 有 这 些 特 征 向 量 ( 共 i 十 7z 十 … 十 7 个) 构成 的 
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向 量 组 {x; | 0 | i=1 2, ,;m} 是 线性 无 关 的 . 


证 设 
Di x 十 和 xs 十 十 xi )=0, O 
i=1 » ” 
记 
三 bm © 
QO@ 式 化 为 
列 十 下 十 "十 yw 二 05 加 


其 中 y; 是 对 应 于 4; 的 特征 向 量 或 零 向 量 G 王 1,…,m). 根据 定理 
5.6,@ 式 中 的 才 ,y;，… ,ym 都 不 是 特征 向 量 ( 因 为 它们 中 如 有 一 
个 或 几 个 是 特征 向 量 , 则 由 其 线性 无 关 性 可 知 它们 之 和 不 等 于 
0), 所 以 
Dy @ 
由 于 ,xs ,… ,x 是 线性 无 关 的 ,因此 由 四 和 @ 可 得 
有 一 有 =" ki 0, i = 1,2,.,m. 
故 定理 的 结论 成 立 . 国 
由 定理 5.7 可 知 ,5. 1 节 例 3 中 4 的 特征 向 量 x1,xz,xs 必定 
是 线性 无 关 的 . 
“定理 5.8 设 和 是 nn 阶 矩 阵 A 的 一 个 重 特征 值 ,对 应 于 
2% 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 个 数 为 1, 则 & 宇 7. 
证 用 反 证 法 . 设 />k, 由 于 
AWi C= Ns WG = (OM 
将 xx 扩充 为 n 维 向 量 空间 C "的 一 组 基 
1 9，X2 9 Ni NHI Xn 
其 中 za 和 一 般 不 是 4 的 特征 向 量 ,但 Ax, EC" Gx 二 [十 1,…， 
n) ,可 用 上 述 的 一 组 基线 性 表示 , 即 
Ax;, =ainxi 十 aonxz 十 … 十 Qinxi 十 
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4 / 
下 


(7 一 /十 1，…，72). © 
将 中 ,中 的 个 等 式 写成 一 个 矩阵 等 式 
Alxi 9 X19 XH 9 i 


= Kis ,Kis KH KX,) ; i 
: QHHLH "Ql 
0 : 
Vi “a 
其 中 有? 个. 
记 P= (x ,Xi Kir Xs), 
并 将 @ 式 右 端 矩 阵 分 块 表示 , 则 有 
Nol Ai 
PAP = | 
0 A; 
根据 相似 和 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ,得 
| A,.—Al|l=|A,—PAP | 
(QC—A4)L 一 4 
-| 0 A 一 4， 
一 | (一 io) 五 || AM 一 4 | 
一 (一 MD) @ 


其 中 g(2) 二 |XI,_1 一 ;| 是 的 n 一 /次 多 项 式 . 
由 @ 式 可 知 ,X 至 少 是 4 的 1(1 这 有 重 特征 值 ,与 4% 是 大 重 特 
征 值 矛 盾 . 所 以 <. 国 
由 于 Go1 一 4)x=0 的 基础 解 系 含 /二 nn 一 rC(X1 一 A) 个 向 量 ， 
即 特征 子 空间 的 维 数 dimV 一 2, 定 理 5. 8 也 可 以 氢 述 为 : 特征 子 
空间 V 的 维 数 dimV, 委 特 征 值 lo 的 重 数 . 
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“定理 5.9 x 阶 和 矩阵 4 与 对 角 甜 阵 相 似 的 充分 必要 条 件 是 : 
4 的 每 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 的 最 大 个 数 等 于 该 特征 
值 的 重 数 ( 即 4 的 每 个 特征 子 空间 Vi; 的 维 数 等 于 特征 值 %; 的 
重 数 ). 


证 设 [4-41= 了 一， 


其 中 ,eho E C 且 互 异 ,又 有 一 


充分 性 : 由 于 对 应 于 的 特征 向 量 有 7x; 个 线性 无 关 , 又 区 个 
特征 值 互 异 ,由 定理 5.7, 4 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,依据 定 
理 5.5,4 与 对 角 阵 相似 . 

必要 性 :用 反 证 法 , 设 有 一 个 特征 值 4; 所 对 应 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 的 最 大 个 数 1,<4; 的 重 数 x;, 则 由 定理 5.8 可 知 ,4 的 线 
性 无 关 的 特征 向 量 个 数 小 于 nn, 故 A 不 能 与 对 角 阵 相似 . 国 

例 1 设 实 对 称 和 矩阵 


1 一 1 —1 一 1 
—1 1 -1 一 ! 
一 1 一 1 1 一 1 
—1 —1 —1 1 
问 : 4 是 否 与 对 角 阵 相似 ? 若 与 对 角 阵 相似 , 求 对 角 阵 A 及 可 逆 
矩阵 也 ,使 得 P !'AP 一 A .再 求 A*(k 为 正 整 数 ). 
解 A 的 特征 多 项 式 
A—1 1 出 1 


4 一 


[= 
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1 1 1 1 

下 交 二 记 1 1 
二 4 十 2) 

1 1 光一 站 1 

1 1 1 二 = 

由 1 1 1 

9. 丸 二 多 0 0 
二 (A 二 2) 

0 0 办 一 多 0 

0 0 0 天 一 汉 


一 (十 2)(A 一 2)3. 
所 以 4 的 特征 值 M; 王 一 2( 单 根 ) ,一 2( 三 重 根 ). 
由 (AT 一 4)x 一 0, 即 
—3 1 1 1f{z 
1 —3 1 1| |z; 
1 1—3 1l|l|z 
是 1 J = 
得 对 应 的 特征 向 量 为 {hxi|xi 二 (1,1,1,1)T7, i 沽 0}. 
由 (TI 一 4)x 一 0, 即 
二 
得 基础 解 系 为 zz 一 (1, 一 1,0,0)I，xz 一 (1,0, 一 1,0)7，xoa 一 
Clb Or = 
A 有 4 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 故 4 与 对 角 阵 相似 . 
取 


Sy 


a 1 1 1 

4 0 0 
P= (xi,X2 ,X22 ,X23) 一 1 | 0 ， 

让 0 Q = 


则 
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= 
P-A4P = = 流 . 


2 
A 的 4 个 对 角 元 依次 是 4 个 特征 向 量 所 对 应 的 特征 值 . 由 于 特征 
向 量 (或 QT 一 人 )x 一 0 的 基础 解 系 ) 不 唯一 ,所 以 P 也 不 唯一 . 
由 A 二 PAP !, 可 得 
A* =(PAP™')* = PAP 'PAP '…PAP ! 一 了 中- 
1 1 1 1 一 2 


1 -1 0 0 2 

| 村， 尖 2 
2 
TE 

jr 

Eb 汪 


1 1 于， 一 
-| 当 为 偶数 ， 
【214， 当 为 奇数 . 
例 2 设 A=(ai),w, 是 主 对 角 元 全 为 2 的 上 三 角 和 矩阵 , 且 存 
在 ai 关 0 (i<<)), 问 A 是 否 与 对 角 阵 相似 ? 


”Ee 
0 2 关 

解 设 4 一 : 
0 你 a. 和 


(其 中 x 为 不 全 为 零 的 任意 常数 ). 则 

11—A|= QC—2)", 
即 4= 二 2 是 A 的 重 特 征 值 ,而 r(2I 一 A) 宇 1, 所 以 (2I 一 A)x 二 0 
的 基础 解 系 所 售 向 量 个 数 过 一 1 个 , 即 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 
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的 个 数 达 n 一 1 个 ,因此 ,A 不 与 对 角 阵 相似 . 
* 例 3 设 jz) 一 好 一 2z 十 5, 和 矩阵 4 同 例 1, 求 可 逆 阵 王 和 
对 角 阵 A1, 使 得 P :f(A4)P 一 Ai, 其 中 FC4) 一 4 一 24 十 5 工 
解 ”利用 5.1 节 性 质 1, 若 4x 一 Mx(Cxz 天 0) , 则 
(kA)x = (RA)x, Ar 一 XXX 
(其 中 EC ,mEN ), 因 此 对 任意 多 项 式 f(z), 有 f(A)x 一 f(x 
(请 读者 自己 证 明 ), 即 f(2) 是 f(4) 的 特征 值 ,x 是 fC(4) 对 应 的 特 
征 向 量 ,由 为 二 一 2 和 Xs 二 2 得 fC41) 二 1,f 了 (4s) 二 9, 例 1 中 的 x， 
X21 » X22 ,Xi 是 f(4) 的 特征 值 O01) ,fC4s) 所 分 别 对 应 的 特征 向 
量 . 取 P= (xi ,xz ,Xzz sxXzs), 则 
P71f(A)P =diag (fh) ,fs), fs) ,fA2)) 
一 diag(1,9,9,9) = Ai. 
本 题 还 有 另 一 种 解法 ,利用 例 1 结果 
PAP = diag( 一 2,2,2,2) 一 A， 
即 4 一 PAP-!. 
于 是 f(4) =A’: 一 24 十 5 
一 (PAP-)? 一 2(PAP-) 十 5 
P(A 一 2 A 十 5DP7! 
=Pf(A)P, 
所 以 ,Pf(4)P=f(A)=diag(f(—2),f(2),f(2),f(2)) 
一 diag(1,9,9,9). 
* 例 4 设 2 阶 寡 等 矩阵 4( 即 4 一 4) 的 秩 为 >(0<7r 委 2). 证 
明 : 4~diag(1,1,…,1,0,…,0), 其 中 1 有 > 个 . 
证 设 Ax 一 Xx (xz 天 0) ,由 
Mx 一 Ar 一 4YXY 一 2 (天 0)， 
得 入 =), 所 以 需 等 矩阵 的 特征 值 为 0 或 1. 
当 厂 =1 时 ,其 特征 矩阵 I 一 4 的 秩 为 n 一 r. 这 是 因为 4 一 全 一 
A(I 一 4) 一 0, 所 以 
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r(A)+r(I—A)<n. 

又 r(A)T+r(I—A) 宇 r(4 十 (I 一 A))= 二 t(D=n, 
故 r(A)++r(I—A)=n. 
因此 r(I—A)=n—r, dimV, =n—(n—7)=r. 

于 是 由 (I 一 4)x 一 0, 可 求 得 对 应 于 丸 二 1 的 了 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 x1 xs ，*…* ,x,. 

当 ) 一 0 时 ,由 (MI 一 4)x 一 0, 即 4Ax 一 0, 可 求 得 ”一 ”个 线性 
无 关 的 特征 向 量 x, +,…，,x. 取 


P= (Xi,X2 ，…，XryXrH Kn) 


则 PAP = diag(1,1,…，,1,0，……，0)， 
其 中 1 的 个 数 为 ~ 一 r(4) 个 ,0 的 个 数 为 ?一 ”个 , 当 > 一 ?时 ， 
r(GT 一 人) 一 0,4 一 工人 命题 也 成 立 ， 国 
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上 一 节 已 指出 ,不 是 任何 矩阵 都 与 对 角 阵 相似 ,然而 实用 中 很 
重要 的 实 对 称 和 矩阵 一 定 可 对 角 化 ,其 特征 值 全 为 实数 . 而 且 对 于 任 
一 个 实 对 称 矩 阵 4, 存 在 正 交 矩阵 T, 使 得 T 'AT 为 对 角 阵 . 为 了 
证 明 这 些 重 要 结论 , 先 介绍 复 和 矩阵 和 复 向 量 的 有 关 概 念 和 性 质 . 

定义 5.4 ”元素 为 复数 的 矩阵 和 向 量 , 称 为 复 矩 阵 和 复 向 量 . 

定义 5.5 设 ai 为 复数 ,A 一 (ai)wxs， A 一 (ai;)wxnyaij 是 ai 
的 共 斩 复 数 , 则 称 和 是 4 的 共 罗 矩阵 . 

由 定义 5.5 可 知 :; A 二 A;A7 一 C47); 当 A 为 实 对 称 和 矩阵 时 ， 
4T 一 4. 

根据 定义 及 共 轿 复数 的 运算 性 质 ,容易 证 明 共 红 和 矩阵 有 以 下 
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(3) AB=AB; 

(4) (4 了 8)7 一 也 747; 

(5) 车 A 可 道 , 则 4 二 (4) 1; 

(6) detA =detA. 

n 维 复 向 量 ( 以 列 的 形式 表示 )x 满足 性 质 ， 

x xX 之 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 x 二 0. 
这 是 因为 , 若 x 一 (zz…z)TzEC (i 二 1,2,…,n), 则 

XITX 一 Zi 十 Xzxz 十 … 十 并 Tan 
一 | zi 上 十 | zs | 十 … 十 | xz, 1? 宇 0， 

其 中 |zi| 是 复数 ri; 的 模 ,因此 xx 一 0, 当 有 上 且 仅 当 zi 一 0 (i 二 1， 
2,…,n) , 即 x 二 0. 


5.3.1 实 对 称 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


虽然 一 般 实 和 矩阵 的 特征 多 项 式 是 实 系数 多 项 式 , 但 其 特征 根 
可 能 是 复数 ,相应 的 特征 向 量 也 可 能 是 复 向 量 . 然而 实 对 称 和 矩阵 的 
特征 值 全 是 实数 ,( 在 实数 域 上 ) 相 应 的 特征 向 量 是 实 向 量 , 且 不 同 
特征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 下 面 给 以 证 明 . 
定理 5.10 ” 实 对 称 和 矩阵 4 的 任 一 个 特征 值 都 是 实数 . 
证 设 4 是 4 的 任 一 个 特征 值 .由 47 二 4, 和 Ax==Xx ,有 
(Ax)'= Ox)T, 
XTATx= AxTx, 


xTAx= AMXTx = AxXTX. 


又 x 关 0,xTx 这 0, 所 以 A 二 4, 即 4 为 实数 . 国 
定理 5.11 实 对 称 矩 阵 A 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 
正 交 的 . 


证 设 4xi 一 Mixzi，(xi 天 0，i 一 1,2) ,天 12，4T 一 4, 则 
jx 一 23hAxi = xiA x 一 (Axs) x 


(Na i = MX i 
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由 于 和 和 关 2 ,所 以 xx 一 0, 即 (xs xz) 一 0, 故 当 2,x2 为 实 的 特征 
向 量 时 , 与 x; 正 交 (zyxs 为 复 向 量 的 情形 ,利用 附录 A 的 知 
识 , 也 可 证 明 二 者 正 交 ). 国 
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定理 5.12 ”对 于 任 一 个 对 阶 实 对 称 和 矩阵 4 ,存在 ” 阶 正 交 矩 

阵 T, 使 得 
TAT = diag (hi,N2 ,A ). 

证 用 数学 归纳 法 .n= 二 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 定理 对 任 一 个 一 1 阶 实 对 称 和 矩阵 B 成 立 , 即 存在 ”一 1 
阶 正 交 和 矩阵 8, 使 得 QBQ 一 A1. 下面 证 明 , 对 n 阶 实 对 称 矩 阵 A 
也 成 立 . 

设 Axi 一 x ,其 中 x 是 长 度 为 1 的 特征 向 量 . 现 将 x 扩 
充 为 及 * 的 一 组 标准 正 交 基 

X19X2 Xi 

其 中 x ,… ,x; 不 一 定 是 4 的 特征 向 量 , 于 是 就 有 

A(xis Xz KX )—= (Axi,Ax,,… ,Ax,) 


| 2 
= (KisX2 Xa) * i Ro O_O 


记 
P= (xxx ) (PP 为 正 交 和 矩阵 )， 
并 将 中 式 右 端 矩 阵 用 分 块 和 矩阵 表 示 ,@ 式 可 写 为 
/hb 
PAP = (0 | 四 
由 于 P-: 王 PIT,(P-14P)TI 一 PI4I(CP-1)I 一 P 14P, 所 以 
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A 0 211 5b 
民 |- 中 
因此 ,b= 二 0,B' 二 B( 即 B 为 n 一 1 阶 实 对 称 矩 阵 ) ,代入 @ 式 得 
a 1 0 
EA bb 中 


根据 归纳 假设 ,构造 一 个 正 交 和 拢 阵 
i ( | 
0 0 
(读者 不 难 验 证 STS 二 I), 便 有 


SP-4PS 一 人 。 alte all a) 


人 1 0 人 1 0 
-上 ed 
=diag(X1 ,Xs ,** ,A ). 
取 T= PS( 两 个 正 交 矩阵 之 积 仍 是 正 交 和 矩阵 ) ,T-: 一 S-:P-: , 则 
TAT 一 diag(C yz ,°° A) » 


其 中 M1 9 Az 9 A 是 A 的 特征 值 . 图 
给 定 一 个 nn 阶 实 对 称 矩 阵 A ,如 何 求 正 交 和 矩阵 T, 使 T :4T 一 

4 呢 ? 首先 由 特征 多 项 式 | 一 41 人 [一 4)" 得 到 全 部 互 异 
ew …,Am. 由 于 A 和 可 对 角 化 ， 根据 定理 5. 9,7; 重 特征 值 4; 对 
应 ;个 线性 无 关 的 特征 向 量 x; ， os ;利用 施 密 特 正 交 化 方法 
得 到 x; 个 相互 正 交 的 单位 向 量 y;，* “…,y， 由 定理 5. 11, 不 同 特征 
值 对 应 的 特征 向 量 正 交 , 得 到 {ya ，… ?5 |i 二 1,…,m) 为 nn 个 相 


互 正 交 的 单位 特征 向 量 ,将 其 按 列 排 成 n 阶 算 阵 ,就 是 所 求 的 正 交 
算 阵 工 
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例 1 设 
< 二 全 2 
4 一 | 一 2 一 2 | 
4 一 2 
求 正 交 阵 T, 使 了 4T 为 对 角 阵 . 
解 
人 
MT-4I=| 2 4+2 一 4 
一 性 一 4 4 十 2 
0 一 2 一 2 QT3)Q 一 2)/2 
-| 0 并 2 和 一 2 
一 艺 一 4 应 十 受 
=(—2)—2) | 


一 (一 2)2( 十 7)， 
得 1 一 2( 二 重 ) 和 一 一 7. 
对 于 ) 一 2， 由 (CT 一 4)x 一 0, 即 


1 有 ”一 汉 1 0 
2 4 一 4||zz|= 10|， 
一 2 4) (zs 0 


得 线性 无 关 的 特征 向 量 x 一 (2, 一 1,0)7,xz 一 (2,0,1)7. 用 施 密 
特 正 交 化 方法 , 先 正 交 化 ,得 
Bi=x » 


We (x ,PB1) 
B:=x: CB1 ,Bi) Bi 
2 
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再 将 Bi ,8: 单 位 化 得 


1 
对 于 二 一 7, 由 C221 一 4)x 二 0, 即 
一 8 2 一 211za 0 
2 一 5 —4||zx;|= 10|， 
一 归 ， 一 贞 一 月 | | 0 
各 个 至 T pa 人 zi 了 
得 特征 向 量 xs 一 (1,2, 一 2)7 ,单位 化 得 一 (地 ,本 , 取 正 
交 和 矩阵 
2V5 2 1 
5 15 3 
T= Cn) = | 一 写 a 
5 2 
人 EE 3 


则 T-4T 一 diagCa ,ia) 一 diag(2,2, 一 7). 

例 2 设 实 对称 矩 阵 A 和 B 是 相似 矩阵 ,证 明 :存在 正 交 抢 阵 
,使 得 工 -14T 一 也 . 

证 由 于 A~B, 所 以 A 和 B 有 相同 的 特征 值 X41 ,Xs,… ,4,. 根 
据 定理 5.12, 对 和 4 和 B 分 别 存 在 正 交 和 矩阵 T， 和 TT, 使 得 

TI AT! = diag(Mi ,Ns ,1,) = Tz! BT;, 

所 以 TTi ATIT;! 一: 了. 

取 了 T= 了 Tz ( 仍 是 正 交 和 矩阵 ), 则 工 耻 二 TsTY! ,如 此 就 得 

TAT=B. 国 
例 3 设 n 阶 实 对 称 和 矩阵 4,B 有 完全 相同 的 个 特征 值 ,证 
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明 : 存在 正 交 和 矩阵 TT 和 阶 和 矩阵 Q 使 得 4 一 CT 和 B= 二 TQ 同时 
成 立 . 
证 由 于 实 对 称 矩 阵 与 对 角 阵 A 相似 ,A 的 对 角 元 为 个 特 
征 值 ,所 以 ,A~A 一 下, 即 4 一 号 . 由 例 2 知 存在 正 交 矩阵 T ,使 得 
Ti'AT 一 B, 即 AT, 一 TB, 记 0 一 4ATi, 则 A 一 QT7' 一 QT,B 一 
T7'Q 一 TQ( 其 中 TT 二 Tin' 仍 为 正 交 和 矩阵 ) 同 时 成 立 . 图 
例 4 设 A,B 都 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 若 存 在 正 交 和 矩阵 了 使 
T 4T,T BT 都 是 对 角 阵 , 则 4B 是 实 对 称 和 矩阵 . 
证 由 (4B)7 一 BIT47 一 B4 可 知 ,此 时 AB 对 称 的 充 要 条 件 是 
AB 可 交换 . 因此 只 需 证 明 AB 一 BA. 根据 已 知 条 件 , 有 
TAT 一 diag(CA ,Ns ,*** A,), 
TBT 一 diag(C yp2 °° sp4n)» 
于 是 (TAT) (TBT)= (TBT) (TAT) = diag (Xp, 
24x) ,因此 ,4B 二 BA,(A4B)" 二 BA 二 AB. 图 
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习题 
1. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 
人 3 “二 入 半 
(1) (_; 小 (2) |2 001， 
TU 
123 4 
2 以 
0 工区- 沁 
(3) | 1 | (4) 
0 1 2 
.二 昨 
0001 
和 ,号 -二 多 一 和 间 
《有 | 一 分 一 和、 1 站 | 2 
1 G 和 
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2. 已 知 和 矩阵 
内 :< 
A= 4 莹 …> 一 圭 
一 着 一 总 区 


的 特征 值 Na 一 3( 二 重 ) ,Xs 二 12, 求 xz 的 值 ,并 求 其 特征 向 量 . 

3. 设 如 ,x 是 和 矩阵 A 不 同 特征 值 的 特征 向 量 ,证 明 x 十 x 不 是 4 的 一 
个 特征 向 量 . 

4. 设 吉 ,x ,x 分 别 是 矩阵 4 对 应 于 互 不 相同 的 特征 值 41 ,Xs ,hs 的 特 
征 向 量 ,证 明 x 十 x; 十 x 不 是 4 的 特征 向 量 . 

5. 证 明 对 合 矩 阵 4( 即 4? 二 也 的 特征 值 只 能 为 1 或 一 1. 

6. 设 和 4 可 道 ,讨论 A 与 4" 的 特征 值 (特征 向 量 ) 之 间 的 相互 关系 . 

7. 若 P 1AP==B, 问 :; P '(A 一 2DP=B 一 2I 是否 成 立 ? 
0 
2 


8. 已 知 A~A = (人 ) 水 det(A—D. 


2 一 1 一 1 0 
9. 已 知 P-(; _)) ‘ap=( i )" 求 入 ， 
“10. 设 B 二 P 'AP,x 是 矩阵 A 属于 特征 值 4。 的 特征 向 量 .证 明 : P 
x 是 矩阵 B 对 应 其 特征 值 X。 的 一 个 特征 向 量 . 
"11. 设 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ,证 明 4B 与 BA 相似 . 
“12. 设 4~ 了,C~ 了 ,证明 ， 
4 0 Bn 
. ea 外 本 


“13. 证 明 : m 阶 和 矩阵 


0 
只 有 零 特征 值 , 且 其 特征 子 空间 是 R” 的 一 维 子 空间 ,并 求 它 的 基 . 
14. 车 ITA4 可 道 ,I 一 A 不可逆 ,那么 ,关于 4 的 特征 值 能 做 出 怎样 的 
断 语 ? 
15. 若 det(I 一 4) 二 0, 证 明 : 1 或 一 1 至 少 有 一 个 是 A 的 特征 值 . 
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16. 在 第 1 题 中 ,哪些 矩阵 可 对 角 化 ? 并 对 可 对 角 化 的 矩阵 4, 求 矩阵 
卫 和 对 角 和 矩阵 A ,使 得 P 14P=A . 

17. 主 对 角 元 互 不 相等 的 上 (下 ) 三 角形 矩阵 是 否 与 对 角 阵 相似 (说 明 
理由 )? 

18. 设 盖 阶 和 矩阵 4 的 n? 个 元 素 全 为 1, 试 求 可 逆 和 矩阵 P, 使 P 4P 为 对 
角 阵 ,并 写 出 与 4 相似 的 对 角 阵 . 

19. 已 知 4 阶 矩阵 4 的 特征 值 M 王 1( 三 重 ) ,1 一 一 3 对 应 于 为 的 特征 
向 量 有 x 二 (1, 一 1,0,0)T x2 二 (一 1,1, 一 1,0)T xs 二 (0, 一 1,1, 一 1)7, 对 应 
于 的 特征 向 量 为 xz 一 (0,0, 一 1,1)7. 问 :4 可 和 否 对 角 化 ? 如 能 对 角 化 , 求 
出 和 A 及 A"(n 为 正 整 数 ). 

20. 设 三 阶 和 矩阵 A 有 二 重 特征 值 41 ,如 果 x 二 (1,0,1)",xs 王 (一 1,0， 
一 1)7 ,x 二 (1,1,0)T ,x 二 (0,1, 一 1)T 都 是 对 应 于 的 特征 向 量 , 问 4 可 否 
对 角 化 ? 


21. 已 知 A= (2 a 


一 2 2 
(1) 求 44，45 ,A (为 正 整数 ). 
2 一 z 
-ep 考 To=| | 二 re 
3 400 
22. 设 4 一 Dn , 求 和 (4k 为 正 整 数 ). 
地 切 垃 
6 0 


(提示 : 按 对 角 块 矩阵 求人. ) 
23. 对 5.2 节 例 1 的 矩阵 4, 求 正 交 和 矩阵 T, 使 了 47 为 对 角 阵 ， 
24. 对 下 列 实 对 称 矩 阵 4, 求 正 交 矩 阵 工 和 对 角 和 矩阵 A ,使 了 AT==A : 


3 2 4 | 3 0 1 汶 2 
Gl | 0: Z| 27 |3 4 =1|y 《7 |0 1 213 
4 2 3 = 1 2， “三 往 
0 G4 1 En 人 一 
0 0 1 14 人 3 
(4) ; (5) 
4 10 0 et 
1 40 0 一 3 3 —8: 一 1 
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25. 设 4 是 ?” 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 4A? 二 4, 证 明 存在 正 交 和 矩阵 T, 使 得 
T 47T 一 diag(1,1,… ,1,0,… ,0). 
“26. 设 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 特征 值 4; 宇 0 (i 二 1,2,…,n) ,证明 存在 特 
征 值 非 负 的 实 对 称 和 矩阵 B, 使 得 A 二 B?. 
“27. 设 4 为 ” 阶 实 对称 寡 等 矩阵 (4? 一 4A),r(4) 一 ”~, 试 求 det(4 一 2D， 


补充 题 


28. 设 多 项 式 F(z) 一 az 十 ai 十 … 十 az 十 ao 是 矩阵 4 的 一 
个 特征 值 ,x 是 4 对 应 于 X。 的 特征 向 量 .证 明 FAo) 是 f(C4) 的 特征 值 , 且 x 
仍 是 1(4) 对 应 于 FAo) 的 特征 向 量 , 

29. 设 4~ 了 ,7FC4A) 一 4 人 十 24 一 3 证 明 :， 7C4A) 一 7CB). 

30. 设 4=(a)4ixi, 已 知 0 是 4 的 二 重 特征 值 ,1 是 4 的 (一 重 ) 特 征 
值 , 求 矩阵 4 的 特征 多 项 式 detQI 一 A). 

31. 设 阶 矩阵 4 的 每 行 元 素 之 和 皆 为 1. 问 : 能 否 至 少 求 得 4 的 一 个 
特征 值 ? 

32. 设 Mt ，…, 是 矩阵 4 一 (ap )xv 的 7 个 特征 值 , 证 明 ， 

2 一 3 
33. 设 AB 二 BA,x 是 4 对 应 于 特征 值 M。 的 特征 向 量 ,证 明 : 
Be e Vi (A 的 特征 子 空间 ). 

34. 证 明 : 若 阶 矩阵 A4 有 ?个 互 不 相同 的 特征 值 , 则 4B 一 B4 的 充 要 
条 件 是 4 的 特征 向 量 也 是 B 的 特征 向 量 . 

35. 设 A,B 和 皆 为 n 阶 和 矩阵 ,p(X) 三 1X 一 B|. 证 明 ; p(4) 可 逆 的 充 要 条 
件 为 B 的 任 一 特征 值 都 不 是 4 的 特征 值 . 

(提示 ; 设 p62) 二 XI 一 B| 二 QQ 一 A) GQ 一 42)…(4 一 4,), 利 用 jp 不 是 A 
的 特征 值 时 , |xI 一 A4| 隆 0, 讨论 |p(4) | 隆 0 的 充分 必要 条 件 . ) 

36. 证 明 反对 称 实 矩 阵 的 特征 值 是 0 或 纯 虚 数 . 

37. 已 知 有 "中 两 个 非 零 的 正 交 向 量 

a 一 (alya 和 an)， B= (bb ,b,). 

证 明 : 矩阵 4=c78 的 特征 值 全 为 0, 且 4 不 可 对 角 化 . 
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38. 设 c 王 (aa ao)ER", 且 ww 天 0 (i 二 1,2,…,7). 试 求 矩 阵 4 一 
ara 的 特征 值 , 并 求 可 逆 和 矩阵 已 ,使 忆 4P 成 对 角形 . 


2 lh 2 
39. 已 知 4 一 5 a 3 
~ 一 


的 一 个 特征 向 量 f 二 (1,1, 一 1)™. 

(1) 确定 a,5 及 & 对 应 的 特征 值 ;(2) 4 能 否 相 似 于 对 角 和 矩阵 ? 说 明理 由 . 
a = 站 
40. 设 4 一 ， 
= 入 
已 知 |4|==1, 且 A" 有 一 特征 值 Mo, 其 特征 向 量 x 二 (一 1, 一 1,1)" , 试 求 4a,6b,c 
及 )o， 

和 和 二 世 
也 4 ,| 
en 

已 知 A4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 且 X= 二 2 是 其 二 重 特征 值 , 求 P, 使 
P'AP 二 A (对 角 和 矩阵 ). 

42. 设 g 一 (aya，…a)7 8 一 (2 yp) 均 为 非 零 向 量 , 已 知 
a'h 一 0,4 一 ap". 试 求 : (1) 4?;(2) 4 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

下 列 43 一 46 题 为 选择 题 . 

43. 已 知 2,4,6,…,2n 是 阶 矩 阵 A4 的 个 特征 值 , 则 行列 式 
|A—3I|=¢ ); 

CA 2 — (BY 《2m— 1 = 3B. wo (lm — 3 

(COC) —(2n—3)!1!l; (D)5°*7°*9° (2nt3), 

44. 已 知 半 阶 矩 阵 4 的 行列 式 |A4| 隆 0, 为 4 的 一 个 特征 值 , 则 


(4" )? 十 E(E 为 单位 矩阵 ) 必 有 特征 值 ( ). 


2 
(CA) AD (B (地 |) +1 


1 


41, 设 4 一 


2 


141 
(CO GHlAD (CD (1+ 计 ) 
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45. 若 4,B 均 为 n 阶 和 矩阵 , 且 4~B, 则 ( ). 
(A) 六 一 4 二 FE 一 B; 。。(B) A 与 B 有 相同 的 特征 值 和 特征 向 量 ; 


(C) AB~B’; (D) 对 于 任意 常数 t, 均 有 更 一 4 一 更 一 吾 . 
46. 已 知 
2 0 0 “0 0 
A=|0 0 1 与 B= ' y 0 
0 1 z 0 0 一 1 


相似 , 则 ( ). 
(A) z=0,y=1;(B) y=0,z 1; 
(RY wy— 0 zy=1. 


答案 


骨 


1 (GD 可 土 芍 “，(6,1 干 V87)7， (2) 1，(0,1,1)7; 2 (二 重 )， 


(1,1,0)T。 (3) 2 (三 重 ),(1,1,0)7,(0,1,1)7. (4) 1( 四 重 ), (1,0,0， 
OD 1 DD', (6 Ll Oy 21 i 
—2,(1,2,2)7. 
2. zx 一 433( 二 重 ),(1, 一 1;0)T,(1,0,4)T 12;( 一 1; 一 151)7. 
3, 用 反 证 法 ,一 个 特征 向 量 不 能 属于 不 同 的 特征 值 . 
5， 用 定义 证 . 6. 若 Ax 二 Xx, 则 A' x=—!Aly. 
A RE 一 条 
2 Ty 3 . 到 2( Te - 2"t1 
( =I = ): 
10. 用 定义 证 明 B(P xz) 一 MXo(P xz). 
11. 利用 A 'A=I 13. (1,0,*…,0)T. 
14. 1 是 和 4 的 特征 值 ,一 1 不 是 . 
15. 由 |I 一 和 | 二 |I 一 A||IT+A| 二 0 即 得 . 
16. (1),(6) 可 对 角 化 . (6) 4 一 diag(1,4, 一 2). 
区。 
P=|—1 一 2 2|. 
2 1 
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17， 可 以 , 因 有 ”个 互 不 相等 的 特征 值 , 


18. 
D0 0 1 
= 和 -部 0 1 
村 一 洒 I 
0 0 —1 1 
19. 可 对 角 化 ， 
1 0 
0 1 
| 一 1+C 一 3)， 
1 一 3)"”， 1 一 一 3)， 
20. 可 对 角 化 ， 
21. 
21 一 10 一 43 22 
GD ( 二 )， (_ )， 
10 一 4 22 12 
和 
计 2—(—2)*t1 22—( pk 
1280 一 640 
人 
640 一 320 
22. 


4(5) 和 一 5( 一 5) 
sD i 
0 
0 


2(5) 生 十 2( 一 5) 


es 
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A=diag(0, ,0,7). 
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254 


23, 


. LO 
> 
SR © 
oO 3 un 
本 一 -一 Ee 
et 
三 -一 二 
下 一 一 一 | cn 
LO LO Lo 
— ml wll -| 本 
Pe -i Ba 和 
se om om | | | | 
ce -ee se 
egE EE jE A 
+ SN LD mn | i 友和 ed et 
oa oa | 1 
| | nlS -IS 。 
| 1 和 安 仙 位 
| ste be 2 | | 
oo Ee 国 
| 和 车 帮 庆 诛 二 本 
一 | 
Es es pp 
Px oy cn 二 
ce Nf Ne Ne ~ 
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in 1 二 
有 
下 
2 2 2 一 4 

(5) 人 
6 = 一 4 
EE 2 2 
下 2 由 
Le 
26. 利用 (PAP ')* 二 PA?:P . 2 一 2 


30. RD (NR— Dla Lj; 

31. 能 ,其 一 个 特征 值 为 1. 33. 证 AC(Bx) 二 Xo (Bx). 

34. 必要 性 用 33 题 结果 及 A 的 每 个 特征 子 空 间 是 一 维 子 空间 ;充分 性 
证 存在 同一 个 P, 使 得 P AP 和 P 'BP 和 皆 为 对 角 和 矩阵 . 

37. 先 证 A4? 二 0, 再 利用 dimR(A) 二 1. 

38. ) 一 也 天 ,4hz 二 0 (n 一 1 重 )， 


i=1 


a az ww an 
二 0 
P= 
an 0 we 一 和 


39. (1) 由 CT 一 人) 一 0, 得 5 对 应 的 特征 值 X 一 一 1,4 一 一 3,0 一 0 
(2) 由 IA 一 4| 二 2 十 1) ,得 一 1 是 4 的 三 重 特征 值 , 再 由 r( 一 I 一 4) 一 2, 得 
特征 值 \ 一 一 1 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 4 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 


40. 由 A" x 一 x( 因 4 可逆 ,和 隆 0), 可 推出 Ax 一 亏 x， 再 由 


(志和 4)x==0 及 |4| 一 1, 可 得 到 一 一 1,4=c 一 4,6 一 一 3 
0 


41. 因为 4 可 对 角 化 ,所 以 属于 一 2 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 两 个 ， 
从 而 rCaI 一 4) 一 1, 由 此 , 即 得 z 一 一 ?一 一 2;4 的 男 一 个 特征 值 4; 满足 
和 十 2 十 2 一 1 十 4 十 5, 所 以 > 一 6. 
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2 1 2 0 0 
了 一 | 一 L 0 一 2|1， 4 一 |0 2 0|. 
0 1 3 0 0 6 


42. (1) 4? 一 0. (2) A 的 特征 值 41 一 0 (至 少 是 n 一 1 重 特 征 值 ), 因 为 
有 ?一 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (不 妨 设 加 关 0): x 二 (Bb ,一 ,0，*…，0)T， 
节 二 (bs,05 一 后 ,0 ,0) 人 TX-1 二 (bn,0,…,0, 一 卫 ) 人 ,此 时 ,4 没有 非 零 
特征 向 量 ,因为 4 的 特征 值 之 和 等 于 4 的 迹 ( 此 时 tr4 一 0). 此 外 ,由 42 一 0， 
即 4 为 老 零 矩阵 ,而 老 零 矩阵 的 特征 值 必 为 零 . 

43. (C). 44. (B). 45. (D). 46. (A). 


二 次 型 就 是 二 次 齐 次 多 项 式 . 在 解析 几何 中 讨论 的 有 心 二 次 
曲线 ,当中 心 与 坐标 原点 重合 时 ,其 一 般 方 程 是 


ar2 十 2&ry 十 cy = ff， (OY 


方程 的 左 端 就 是 z,y 的 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 . 为 了 便于 研究 这 个 
二 次 曲线 的 几何 性 质 ,我 们 通过 基 变 换 ( 坐 标 变换 ) ,把 方程 四 化 为 
不 含 z,y 混合 项 的 标准 方程 
az2 十 cy 一 矿 . © 

在 二 次 曲面 的 研究 中 也 有 类 似 的 问题 . 二 次 齐 次 多 项 式 不 仅 在 几 
何 问题 中 出 现 , 而 且 在 数学 的 其 他 分 支 及 物理 ,力学 和 网 络 计算 中 
也 常会 碰 到 . 

二 次 型 的 一 个 基本 问题 是 如 同 中 心 在 原点 的 一 般 二 次 曲线 方 
程 化 为 标准 方程 那样 ,把 一 般 的 二 次 齐 次 多 项 式 化 为 只 傅 纯 平方 
项 的 代数 和 . 本 章 除了 重点 讨论 这 个 基本 问题 外 ,还 将 讨论 有 重要 
应 用 的 有 定 二 次 型 (主要 是 正定 二 次 型 ) 的 性 质 、 判 定 , 并 介绍 它 的 
一 些 应 用 . 我们 将 用 和 矩阵 工具 来 研究 二 次 型 ,因此 首先 要 讨论 二 次 
型 的 矩阵 表示 . 
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6.1 二 次 型 的 定义 和 矩阵 表示 ”合同 算 阵 
定义 6.1 ?元 变量 zi ,zs ,zu 的 二 次 齐 次 多 项 式 


f(z pn 
= anzi 十 2awzzizs 十 2aiszizas 二 "二 2arnziTn 


十 azsTi 十 2azsTzTs 十 … 十 2aznTzTn 


十 az2. (6. 1) 


当 系 数 属于 数 域 下 时 , 称 为 数 域 下 上 的 一 个 ?元 二 次 型 . 本 章 讨 
论 实数 域 上 的 nn 元 二 次 型 ,简称 二 次 型 . 
由 于 ziz; 二 zjzi, 具 有 对 称 性 , 若 令 
Qi 一 Qiy < (6 2 
则 2aszizi 一 azizi 十 aiiziziGi<J)， 于 是 (6.1) 可 以 写成 对 称 
形式 
fz pg) 


= anzi 二 awzizxs 十 … 十 azizn 


2 
十 QaziXzXi 十 azzT2 十 十 asnZsTn 


二 anzazti 十 aaaZa 十 各 十 Ga 


一 > zi(aazi 十 :25 十 十 二 2 


a==l 


ne 


a Fz, az, 一 by Sa (6.3) 
j=1 


i=l el jl 
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QuT1 TT A122T2 TT AnTn 
Qa1T1 TT dA22T2 TT dznTn 
= (Zi Za， Tu) 
amaZl 十 awTz 十 … 十 GonTn 
QI11 dal Qln | | 1 
Q21 ld22 ”” dzn | |Z2 
一 (zzz…ze)| ， 。 。 ,|= xTAx, (6.4) 
H : : : 
Qn Q2 * ldnn) Zn 


其 中 : x 二 (Zi ,Zo TX,)T ,A 一 (aij),xs. 并 称 A 为 二 次 型 (6.3) 对 
应 的 矩阵 . 对 于 任意 一 个 二 次 型 (6.1), 总 可 以 通过 (6. 2), 使 其 写 
成 对 称 形式 (6. 3) ,并 对 应 于 矩阵 4. 由 (6.2) 知 ,A 为 对 称 和 矩阵 ,又 
若 4,B 为 n 阶 对 称 方 阵 , 且 
fxisz2 "Ti,) 一 XI4x 一 XIBx， 

则 必 有 4 = 中 (证 明 留 作 练习 ). 因此 二 次 型 和 它 的 矩阵 是 相互 唯一 
确定 的 . 所 以 ,研究 二 次 型 的 性 质 转化 为 研究 4 所 具有 的 性 质 . 

例 1 设 zyzyzyzD) 一 2 过 十 za 十 2ziza 十 47a24 十 
Zz4 十 5z4 , 则 它 的 矩阵 为 


1 
2 由 鸭 
4 一 去 0 0 2|. 
1 0 1 
0 人 0@ 
一 个 二 次 型 x*Ax 也 可 看 成 n 维 向 量 a 的 一 个 函数 , 即 
fla) = x'Ax, 


其 中 = (zi 7 se 是 a 在 R" 的 一 组 基 下 的 坐标 向 量 . 所 以 
二 次 型 x "Ax 是 向 量 a 的 个 坐标 的 二 次 齐 次 函数 . 因此 二 次 型 作 
为 n 维 向 量 g 的 函数 , 它 的 矩阵 是 与 一 组 基 相 联系 的 . 


260 第 6 章 二 次 型 


如 果 nn 维 向 量 a 在 两 组 基 {e1 ,es ,…,e,} 和 {1 512,97} 下 
的 坐标 向 量 分 别 为 
X= (ziyT29" Ta) 和 了 一 yyy Yn), 
又 (172 ,Na) = (el,€2 ,En)C, 
于 是 
x=Cy, 
(其 中 变换 矩阵 C 是 可 逆 和 矩阵 ), 如 此 则 有 二 次 型 
Fa ) 一 XIT4x = y' (CAC)y, 
即 二 次 型 f(a ) 在 两 组 基 {e1 ,es，…,e4) 和 {172，… ,a} 下 所 对 
应 的 矩阵 分 别 为 
4 和 CIT4C， 
其 中 CTAC 仍 是 对 称 阵 ,yT7(CCIAC)y 是 yyy，…，y 的 一 个 二 
次 型 . 
例 2 设 向 量 a 在 自然 基 {e1 ,es} 下 的 坐标 (zi pp 满足 方程 
5zx? 十 5zxi? 一 6zizs 二 4. (OM 
如 果 做 基 变 换 , 将 e1 和 e; 逆 时 针 旋 转 45" 变 为 yl 和”; , 即 


cos45” 一 sin45” 
i = Ke ce (mas ear © 
则 a 在 基 { 家 ,家 } 下 的 坐标 Cy ,ys)7 满足 
me 国 忆 SE 1 三 二 四 
2 Sin45” cos45"/ [y; 
Q@ 式 可 用 矩阵 形式 表示 为 
5 8 | 而 
wiAxr = (mor)( 6) 国电 4， 
将 @ 式 代入 上 式 得 


XI4x 一 JITCT4Cy 
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V2 2 V2 
二 2 2 ( 5 7 ) 2 2 
V1 9 yz -8 恒 万 


4 


一 )(。 -中 一 2 光 十 8 中 一 4 
= 0 8 一 六 Ee 


3 


即 
到 站 十 2 中 一 1， @ 


这 样 ,我 们 就 把 方程 化 成 了 在 基 
它 的 图 形 是 一 个 椭圆 (图 6. 1). 
把 一 般 的 二 次 型 f(z1, Ts" 
Za) 化 为 my 2， 的 纯 平方 项 
之 代数 和 (简称 平方 和 ) 的 基本 方法 
是 做 坐标 变换 (或 说 非 退化 的 线性 
变换 ) 图 6.1 
X 一 Cy， 
其 中 C 为 可 北 矩 阵 ,使 
XITAhAx = JICT4Cy = diyi 二 "二 diy?. 
这 个 基本 问题 ,从 矩阵 的 角度 来 说 ,就 是 对 于 一 个 实 对 称 矩 阵 
4 ,寻找 一 个 可 道 矩 阵 C, 使 得 CA4C 成 为 对 角形 . 
定义 6.2 对 于 两 个 矩阵 A 和 B, 如 果 存 在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 
C”AC 一 B, 就 称 4 合同 (或 相合 ) 于 B, 记 做 A 二 B. 
由 定义 容易 证 明 , 和 矩阵 之 间 的 合同 关系 也 具有 反 身 性 ,对 称 性 
和 传递 性 . 由 于 合同 关系 有 对 称 性 ,所 以 4 合同 于 B, 也 说 成 4 与 
B 是 合同 的 ,或 4,B 是 合同 矩阵 . 
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6.2 化 二 次 型 为 标准 形 


本 节 讨论 的 问题 是 : 如 何 通过 坐标 变换 x 一 cy ,把 二 次 型 
fziyTo ,Xn) 二 XTAx 化 为 yy 的 平方 和 diyi 十 
di 训 十 … 十 diy2. 我 们 把 会 平 方 项 而 不 含混 合 项 的 二 次 型 称 为 
标准 的 二 次 型. 如 果 一 个 二 次 型 x?7hx 一 》\ yauziri, 通 过 坐标 


变换 x 一 Cy ,化 成 了 > di ,我 们 就 称 它 为 二 次 型 mr4x 的 标 


准 型 . 

化 二 次 型 为 标准 型 ,就 是 对 实 对 称 和 矩阵 4, 寻 找 可 逆 阵 C, 使 
C7AC 成 为 对 角 和 矩阵 . 

下 面 介 绍 三 种 化 二 次 型 为 标准 形 的 方法 ,并 证 明 任何 实 对 称 
矩阵 4, 一 定 存在 可 道 矩 阵 C, 使 C"AC 为 对 角 算 阵 . 


6.2.1 正 交 变换 法 


在 5. 3 节 中 讲 过 ,对 于 任 一 个 二 阶 实 对 称 矩 阵 4 ,一 定 存在 正 
交 和 矩阵 Q, 使 得 Q 4C=A4. 由 于 @ "二 0 ,所 以 有 
QI40 = diag (Ni ,As ,A,). 
因此 ,对 于 任 一 个 二 次 型 f(zi ,xs,… ,Xx,) 二 x"Ax, 有 下 面 的 重要 
定理 . 
定理 6. 1( 主 轴 定理 ) ”对 于 任 一 个 nn 元 二 次 型 
fa sos) = As 
存在 正 交 变换 x 一 Qy(Q 为 n 阶 正 交 和 矩阵 ) ,使 得 
x Ax =y (QA0)y = Ny tA 十 … 十 Ay2， (6.5) 
其 中 心 , 1 ，…, 是 实 对 称 矩 阵 A 的 个 特征 值 ,Q 的 ”个 列 向 量 
Qisa2z "ya 是 A 对 应 于 特征 值 Mis Az2 ss An 的 标准 正 交 特征 
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向 量 . 
例 1 用 正 交 变换 法 ,将 二 次 型 f(zi ,zz,zs) 二 2xi 十 5 如 十 
5 妈 4 十 4zlzz 一 4ziz3 一 8zszs 化 成 标准 形 . 
解 ” 二 次 型 对 应 矩阵 为 
2 多 二 光 
2 5 4 


一 2 —4 5 


A= 


其 特征 多 项 式 


| MT 一 4|= (一 1)2(A 一 10). 
A 的 特征 值 41 = 二 1,%s= 二 1,4s 二 10. 由 QI 一 A)x 二 0, 即 


一 和 一 2 2] [zi 
一 已 一 全 4| |zs 
2 4 一 4 (zs 


和 (XsI 一 A)x 二 0, 即 


8 = 和 ”2 [六 0 
一 2 5 4||zz| 一 |0|， 
2 4 5) lz 0 


分 别 求 得 对 应 1,; 二 1 的 线性 无 关 特征 向 量 
Xi 一 (一 2,1,0)7， x 一 (2,0,1)7， 
和 3 一 10 的 特征 向 量 
= 
对 x1 ,xs 用 施 密 特 正 交 化 方法 得 & ,&; ,再 将 x 单位 化 为 &;， 
其 中 ， 
8 (2 ,0) ，s= EE,E), 


16™ 1 8 
全 条- 名 


取 正 交 算 阵 
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_25 2V5 1 
8 15 3 
加 M5 4V5 2 
Q (6) ,€2 ,83) 再 本 3 9 
3 2 
0 3 73 
则 Cr:40 = Or40 = diag(1,1,10). 


令 x 一 (zzyza)7y 一 (2 yy)7 ,做 正 交 变 换 x 一 Qy, 原 二 次 
型 就 化 成 标准 形 
x'Axr = y (QAQ0)y = y+ +10y. 
我 们 可 以 给 这 个 例子 一 个 几何 解释 . 对 在 自然 坐标 系 ( 基 ) 
{ei1sez se3) 下 的 二 次 曲面 


2zi 十 5z; 十 5zg 十 4zlzs 一 4z1ix3 一 8zszs 二 1， 
若 将 坐标 系 {e1 ,es ,e3) 变 换 为 男 一 直角 坐标 系 
2V5 1 
二 _ |4V5 区 
el 一 有 » é€:= 15 » es 一 3 » 
5 ,2 
9 3 本 
3 
即 
_2V5 2V5 1 
5 15 3 
(6 ,€2 ,€3) = (el »€2 ,€3) 宇 a 三 
5 2 
0 


则 在 坐标 系 {&1 ,&; ,ss } 下 ,二 次 曲面 方程 为 
旭 十 到 十 10y 二 1. 
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由 解析 几 可 知 , 这 是 一 个 椭 球 面 . 人 
1 

为 1,1， -7 击 ,与 待 征 值 的 关系 为 -二 ET 特征 值 的 
符号 则 决定 了 二 次 曲面 的 类 型 . 

“ 例 2 将 一 般 二 次 曲面 方程 

Xz! 一 2y: 十 10z? 十 28zy 一 8yz 十 20zz 一 26z 十 
32y 十 28z 一 38= 二 0 OO 

化 为 标准 方程 (只 含 纯 平 方 项 和 常数 项 的 方程 ). 

解 首先 将 @ 式 中 的 二 次 型 部 分 


2 


ZX’ 一 2y 十 10z? 十 28zy 一 8yz 十 20zz， © 


采用 类 似 例 1 的 正 交 变换 法 ,通过 求 @ 式 对 应 矩阵 4 的 特征 值 和 
特征 向 量 , 并 对 特征 向 量 进行 施 密 特 正 交 化 , 则 可 得 一 正 交 矩阵 


四 


好 
| 
es wv wo 


wy wo wl 
| 
wo es wd 


使 得 07AQ = diag (9, 18, 一 18). 做 正 交 变换 x 二 Qy, x 一 
(zyyyz)T,y 一 (zy zx)T ,代入 @ 式 xT4x, 得 


x Ar =y (QA0)y 


9 0 01] [zf 
=(z’,y,z’)|0 18 0| |y 
0 0 —18) (zx 


二 9zx ?十 18y”? 一 18z”. 


再 令 x 一 Qy, 即 
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z= 5+ az? 

二 认 设 

ya ay a ® 
Dy 六 学 未 -二 

之 3 十 本 3 3 


代入 曲面 方程 中 的 一 次 项 部 分 ,整个 曲面 方程 就 化 为 


xz 十 2y 22/2 2 zf 十 $y Re 0， 
配方 得 
Ko TN i /1 4 一 

局 @ 
再 令 

允 一 敢 一 二 ,光一 站 十 本, 风 一 六 十 冯 . 加 
将 @ 代 入 方程 加 ,得 曲面 方程 @ 的 标准 方程 

X22 一 1， © 

故 方程 的 图 形 为 单 叶 双 曲面 . 


例 2 中 中 式 是 曲面 在 空间 直角 坐标 系 Oryz 下 的 方程 ,方程 
中 的 ZX,y,z 是 空间 向 量 ( 即 空间 点 ) 在 自然 基 {e1,ez,e;}) 下 的 坐 
标 . 当 基 {ei »€2 ,63) 变 换 为 {& ,€2 和) , 即 


时 ,坐标 向 量 zx 一 (zy,y,z)7 变换 为 y= 二 (x ,y ,zx )", 二 者 的 关系 
即 为 正 交 变换 x 二 Qy. 因此 四 式 是 曲面 在 基 {6 ,ss ,&3}) 下 的 坐标 
方程 . @ 式 表示 平移 变换 (不 是 线性 变换 ,请 读者 证 明 ), 就 得 到 了 
曲面 在 空间 坐标 系 Ox”y”z 下 的 标准 方程 @. 新 坐标 系 的 原点 O” 
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在 坐标 系 Oz'y'2 下 的 坐标 为 ( 计 , 一 计 , 一 条 ) ,在 Ozyx 的 坐标 


为 区 一 个 江 0“ 国 
从 本 例 中 可 以 看 出 , 当 二 次 曲面 的 中 心 与 坐标 原点 重合 时 ,总 

可 以 通过 正 交 变换 将 其 化 成 标准 形 . 对 中 心 不 在 坐 标 原点 的 二 次 

曲面 ,可 以 通过 一 个 正 交 变 换 和 一 个 平移 变换 使 其 成 为 标准 形 . 


“6.2.2 配方 法 和 初等 变换 法 


对 元 二 次 型 也 可 以 通过 一 般 的 坐标 变换 x 一 Cy 化 为 标准 形 ， 
即 


XITA4x = yiCTACy = diy’i 二 "+ d,y’. 
即 对 任 一 个 实 对 称 矩 阵 4, 都 存在 变换 矩阵 C, 使 得 
人 
其 中 的 中 ，,…,d, 一 般 不 是 4 的 特征 值 ,矩阵 C 的 列 向 量 一 般 也 
不 是 4 的 特征 向 量 . 
这 里 常用 的 方法 是 “配方 法 ”和 “初等 变换 法 ”. 下 面 ,我 们 通过 
例 3 用 配方 法 把 三 元 二 次 型 
(ziyzoyzs) 一 2z 十 3z3 十 2 十 4zlzs 一 4zl7s 一 8zxsx3 @ 
化 为 标准 形 ,并 求 所 用 的 坐标 变换 x 二 Cy 及 变换 矩阵 C. 
解 ” 先 按 zi 及 含有 zi 的 混合 项 配 成 完全 平方 , 即 
(ziyzayzs) —=2[Lzi + 271(Ts — Tz) (zs — zx) | — 
2(z — ZX3)’ 二 3z? 十 zs — 8x2 x 
一 2(z 十 za 一 X93)? 十 zx 一 Zz 一 4zxzx， 
在 上 式 中 ,再 按 x? 一 4x;xs 配 成 完全 平方 ,于 是 


Fa so) = (RL (加 
令 
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| 一 2 十 Za 一 Ta， 


ya 一 Zz 一 2zs， @ 
ys 一 区 
将 回 式 代入 @ 式 ,得 二 次 型 的 标准 形 
rzayza) = 2y1 + FB — 5%. @ 
从 回 式 中 解 出 zi ,zz ,zs ,得 
5 上 = 1 上策 
半生 1 2||y|. © 
Zs 0 0 1) [ys 


@@ 式 是 化 二 次 型 为 其 标准 形 @@ 所 做 的 坐标 变换 x 二 Cy( 其 中 变 
换 和 矩阵 C 是 @ 式 中 的 三 阶 矩 阵 ). 
对 于 一 般 的 nn 元 二 次 型 f(zi ,zz，… ,Xx) ,如 果 xz? 的 系数 不 
为 零 , 一 般 都 可 像 例 3 那样 将 其 化 为 标准 形 . 如 果 zi 的 系数 为 零 ， 
而 zi 的 系数 不 为 零 ,配方 可 先 从 zx; 开始 . 如 果 所 有 平方 项 的 系数 
全 为 零 , 二 次 型 中 只 含混 合 项 ,此 时 可 按 下 面 例 4 的 方法 ,将 其 化 
为 标准 形 . 
例 4 用 配方 法 化 二 次 型 f(zi ,zs yzs) 王 2zizs 十 4zizs 为 标 
准 形 ,并 求 所 做 的 坐标 变换 . 
解 ” 因 为 二 次 型 中 没有 平方 项 ,无 法 配方 ,所 以 先 做 一 个 坐标 
变换 ,使 其 出 现 平方 项 .根据 zizs ,利用 平方 差 公式 , 令 
1 一 J1 十 yz » 
| = 中 
Xs 一 3， 
将 @ 式 代入 二 次 型 ,得 
Jrziyzayzs) 一 2(0 和 十 y)(Cy 一 y) 十 4Cy y2) ys 
=2yf — 2% 十 4yiys 十 4ysys。 
再 用 例 3 中 的 配方 法 , 先 对 含 y 的 项 配 完 全 平方 ,然后 对 含 % 的 
项 配 完全 平方 ,得 到 
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JCzaiyzayzs) —=2(y? 2y1ys Tt ys) 一 2 一 2323 + 4y2 ys 


=2(y 十 2 六 一 2(0ys 一 3 入. © 
所 二 1 十 ys， 
令 | 一 
Zs 一 ys. 
JI ZI 一 Z3， 
即 = zz 二 zs， © 
ya 一 Za. 
将 @ 式 代入 @ 式 . 二 次 型 f(zi ,zs zs) 就 化 成 了 标准 形 , 即 
fz1,T2 ,Ts) 一 2xi 一 2 对. @ 


这 里 把 二 次 型 2x1x; 十 4z1x 化 成 标准 形 2zi 一 2zi ,做 了 @ 式 
和 @ 式 所 示 的 两 次 坐标 变换 ,把 它们 分 别 记 做 
x=Cy 和 y= Cz, 


其 中 
1 区 1 0 一 1 
G=|1 -1 ol, G=|0 1 © 
0 01 00 1 


B= (risdasrs) sy T= Cyry) yy T= (uv), 
于 是 x 二 (C1Cs)z 就 是 二 次 型 化 成 @ 式 标准 形 所 做 的 坐标 变换 ,其 
中 变换 矩阵 


1 1 0 

C=GOG= |1 —1 —2|. 
0 0 1 

这 里 原 二 次 型 2zizs 十 4zizs 及 其 标准 形 2z? 一 2z2 所 对 应 的 
和 矩阵, 分别 是 
人 We 
A=|1 0 0|， A= 
2 QQ 0 


2 
一 汉 4 
0 
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读者 不 难 验 证 ,CTAC== diag(2, 一 2,0). 

按 例 3、 例 4 提供 的 方法 ,任何 4 元 二 次 型 都 可 用 配方 法 化 为 
标准 形 , 相 应 的 变换 矩阵 为 主 对 元 为 1 的 上 三 角 和 矩阵 和 例 4 中 国 
式 类 型 的 对 角 块 矩阵 Ci ,或 者 是 这 两 类 和 矩阵 的 乘积 . 

任 一 个 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 和 A, 也 都 可 以 通过 一 系列 相同 类 型 的 
初等 行 、 列 变换 化 成 其 合同 标准 形 ( 对 角形 矩阵 ). 所 谓 相 同类 型 的 
初等 行 、 列 变换 , 指 的 是 : 

(1) 如 果 用 倍加 初等 阵 E;; Cc) 右 乘 4( 即 将 4 的 第 i 列 乘 c 加 
到 第 7 列 ) ,那么 相应 地 也 用 Ej;(c) 二 Ei; (co) 左 乘 A( 即 将 列 变换 后 
的 4 的 第 i 行 乘 c 加 到 第 7 行 ). 变换 后 的 矩阵 包 :(c)AE,;(c) 仍 是 
对 称 和 矩阵 . 

(2) 如 果 用 E;(c) 右 乘 A, 则 也 用 Ei (c) 二 Ei(c) 左 乘 A4, 即 A 
的 第 i 列 和 第 i 行 都 乘 非 零 常数 c( 其 中 元 素 ai 乘 c*) ,显然 Ef (c) 
AE;(c) 仍 是 对 称 矩 阵 . 

(3) 如 果 用 E; 右 乘 和 4, 则 也 用 三 Ej 左 乘 4, 即 4 的 第 i 列 
与 第 7 列 对 换 , 列 变换 后 的 4 的 第 i 行 与 第 7 行 也 对 换 , 如 此 所 得 
的 EjAE ;也 是 对 称 矩 阵 . 

对 于 一 个 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 A 二 (a )wy，: 

(1) 如 果 aa 天 0, 由 于 ay 王 an(j 王 1,2,…,n), 因 此 对 和 做 相 
同 的 倍加 行 、 列 变换 ,可 将 第 1 行 与 第 1 列 的 其 他 元 素 全 化 为 


零 ,得 
al 0 
1 2 


其 中 4: 是 2 一 1 阶 实 对 称 矩 阵 . 

(2) 如 果 aa 一 0, 但 存在 ai; 隆 0, 此 时 , 先 将 第 1 列 与 第 i 列 对 
换 , 再 将 第 1 行 与 第 i 行 对 换 , 这 样 ,i 就 换 到 了 第 1 行 、 第 1 列 的 
位 置 ,如 此 就 化 为 上 面 (1) 的 情况 . 

(3) 如 果 主 对 角 元 a; 全 为 零 ,但 必 存 在 or 天 0, 此 时 , 先 将 第 7 
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列 加 到 第 i 列 , 再 将 第 j 行 加 到 第 ; 行 ,这 样 ,第 i 行 .第 i 列 元 素 
就 化 为 24i; 隆 0, 如 此 就 化 为 上 面 (2) 的 情况 . 
这 样 ,我 们 就 可 用 数学 归纳 法 证 明 下 面 的 定理 (其 证 明 留 给 有 
兴趣 的 读者 作为 练习 ). 
定理 6.2 对 任 一 个 n 阶 实 对 称 和 矩阵 A ,都 存在 可 逆 和 矩阵 C， 
使 得 
CTAC = diag(di, ds, ,d,). (6.6) 
证 明 时 ,要 利用 第 2 章 定理 2.4 的 推论 1, 任 何 可 道 矩 阵 可 以 
表示 为 一 系列 初等 矩阵 (Ei (c) ,E;(c) ,Es ) 的 乘积 . 即 C 一 已 已 … 
已 (其 中 P,P; ,，… ,Pi 均 为 初等 矩阵 ), 于 是 只 要 证 明 , 存 在 已 ， 
卫 , ,… ,Pi ,使 得 
Pi**P} PIT4PP:…P = diag(di,d;,**,d,). (6.7) 
也 就 是 只 要 证 明 , 对 实 对 称 和 矩阵 4 做 一 系列 相同 类 型 的 初等 行 、 
列 变换 ,可 将 4 化 为 对 角 算 阵 . 
由 (6.7) 式 可 见 , 用 初等 变换 法 ,将 实 对 称 和 矩阵 4 合同 变换 为 
对 角 和 矩阵 , 即 
CTAC = diag(di,d;,**,d,), 
其 变换 矩阵 
C= PP,*…P,; = IPi.P,*P., (6. 8) 
因此 ,将 施加 于 4 的 列 变换 ( 即 右 乘 初等 矩阵 Pi ,Ps,… ,Pi) 同 时 
施加 于 单位 阵 了, 当 A 变 为 对 角 阵 时 ,I 就 变 为 变换 矩阵 C. 
例 5 用 初等 变换 法 将 例 1 中 的 二 次 型 


2 2 .OZ | 
f(z1isT2 7T73) 一 (zyZzyZ)| 2 5 —4||z; 
i 5) [zs 


化 为 标准 形 , 并 求 所 做 的 坐标 变换 x 二 Cy. 
解 下 面 的 变换 中 ,符号 [表示 第 i 列 ,符号 表示 第 i 行 ， 
[2j 十 L1]X( 一 了 表示 在 第 2 列 上 加 第 1 列 乘 (一 1)， 
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2 2 一 2 2 

2 5 一 4 

[2]+[1]x (一 1 2 3 2 

A] |-2 -4 5 [3]+[1] —2 —2 3 

1) J 0 0| [2]+[1]x CD i， = 于 

[3] 十 [I] 

0 1 交工 -而 

0 0 1 0 “0 

2 三 

2 0 3 0 

3]+[2]X— 

并 6 人 =| a 际 到 
Cl 

@+ 人 2 2 

Se 和 

不 变换 一 2 一 Ee 

1 -1 1 [trzxs |1 -1 3 

0 1 0 。 柯 妆 

0 0 1 3 

0 "51 


A 
-向 
上 述 过 程 是 对 4 做 一 系列 同样 类 型 的 初等 行 , 列 变换 ,将 A 
化 成 了 对 角 阵 A ,对 单位 矩阵 工具 做 同样 的 列 变换 ,不 做 行 变 换 ， 
则 工 就 变 成 了 变换 矩阵 C(C 就 是 一 系列 初等 列 变换 对 应 的 初等 
矩阵 的 乘积 ), 上 面 的 变换 可 用 分 块 矩 阵 表 示 为 
Cr 0W/A CTAC\ /A 
[i 1) (= ( C j= (c) 
于 是 ,做 坐标 变换 x 二 Cy, 原 二 次 型 xz4x 就 变换 为 标准 形 
六 CTACy 一 Ay 一 2 并 十 3 并 十 了 六. 
例 6 用 初等 变换 法 将 例 4 的 Frzi,zsyzs) 一 2zizs 十 47zi7s 
化 为 标准 形 ,并 求 所 做 的 坐标 变换 x 一 Cy. 
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由 小 | 法 | 蜀 
解 fx1sx2 ,73) = (Zi ,Ts ,TX3) 1 村 | | | 


2 OO 0)Lm 

用 例 5 相同 的 记号 [如 和 @, 则 初等 变换 可 以 写成 
0 下 演 全 下 多 
10 0 900 
4 2 0 0| of@_ |2 0 0 
了 | 一 | 证 > | 0 
0 1 0 1 下 条 
1 0 0 1 

2 0 2 

1 
[+CDx (去 ) 0 


@+@x(-) |2 -1 .0 


ee 1 
[2J+[x(- 寺 ) |1 一 到 0? 
1 
0 0 1 
2 0 0 
三 由 二 
0 2 下 


[3]+[xCD lo -1 -2 
@+OX CD | 


| 人 的 国 扩 起 寺 i ~ 一 却 一 1 
三: 

ee! 

0 0 1 
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2 多 
1 
0 一 于 
[3]+[2]xC2 |o 0 0 A 
@+@xX(-2) i es 
[+x |1 一 广 0 C 
1 
1 2 
0 0 1 


于 是 ,做 坐标 变换 x 一 Cy, 其 中 


则 二 次 型 f(zi ,zi ,zs) 化 为 标准 形 
frisT2sT3) =x Ax =y CACy 一 了 人 
1 


一 2 好 一 工 史 . 
Ra 2 2 


二 次 型 


从 例 1 和 例 5、 例 4 和 例 6 的 两 种 解法 ,我 们 可 以 看 到 ,用 不 
同 的 坐标 变换 化 二 次 型 为 标准 形 , 其 标准 形 一 般 是 不 同 的 ,这 个 事 
实 再 次 表明 ,作为 n 维 向 量 函 数 的 二 次 型 , 它 在 不 同 基 下 的 坐标 表 
示 式 (n 个 坐标 的 二 次 齐 次 多 项 式 ) 一 般 是 不 同 的 . 然而 ,在 同一 个 
二 次 型 所 化 成 的 不 同 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 数 和 负 平 方 项 的 
项 数 是 不 变 的 . 如 例 1 和 例 5 中 都 是 三 个 正平 方 项 , 例 4 和 例 6 中 
都 是 一 个 正 、 负 和 零 平方 项 . 这 不 是 偶然 的 巧合 ,而 是 必然 的 结果 ， 


下 一 节 将 给 以 证 明 . 
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定理 6. 3( 惯 性 定理 ) 对 于 一 个 元 二 次 型 x Ax, 不 论 做 怎 
样 的 坐标 变换 使 之 化 为 标准 形 , 其 中 正平 方 项 的 项 数 p 和 负 平 方 
项 的 项 数 g 都 是 唯一 确定 的 . 或 者 说 ,对 于 一 个 n 阶 实 对 称 矩 阵 
和 4, 不论 取 怎样 的 可 道 矩 阵 C, 只 要 使 
di 


CTAC = 


一 dr 


qd; 之 0 (i 二 1,2,…,p 十 9), p 十 qn 成立 , 则 p 和 g 是 由 A 唯一 确 
定 的 . 
* 证 ”由 于 秩 (4) 二 秩 (CTAC) 一 p 十 g,; 所 以 p 十 g 由 A 的 秩 唯 
一 确定 . 因此 ,只 和 需 证 明 p 由 A 唯一 确定 . 
设 p 十 gq 二 r(4) 王 7, 二 次 型 f 二 x7 Ax 经 坐标 变换 
xz 一 By 和 X=Cz (0 
都 可 化 成 标准 形 , 其 标准 形 分 别 为 
f=0% to yt to ys — bmnyn Om — by, © 
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ne i © 
式 @,@ 中 b>0; co0 G=1,2,. 7D). 
要 证 正平 方 项 的 项 数 唯一 确定 , 即 证 p 二 z. 
用 反 证 法 . 假设 pt, 由 名 ,加 可 得 
了 一 0 十 和 十 py8 :二 bn yn 十 … 十 bpyp 3 


Bon yp 一 人 一 bo 


二 a 十 十 cv? | 一 cz 一 …… 一 
Oa a @ 
由 加 式 得 xz 一 C By ( 记 D=C7B),z 二 Dy, 即 
2 一 day 十 dizys 十 …… 十 diy 


2 一 day 十 deys 十 … 十 dwryn， @ 


Zn 一 Gaoyl 十 does 十 … 十 dosyn。 
为 了 从 名 式 中 找到 矛盾 ,我 们 令 zz 一 zz 一 … 一 xz 一 0， 
yp 一 … 一 和 一 0, 再 利用 @ 式 ,得 到 yi ,yz ，… ,yy 的 线性 方程 组 
aay 十 dizys 十 … 十 dsyv 一 0， 
dayi 十 deyz 十 … 十 doyv 一 0， 
3 二 0， 


yx 一 0. 
齐 次 线性 方程 组 @ 有 ?个 未 知 量 ,但 方程 个 数 一 上 十 (2 一 力 ) 一 2 一 
(8p 一 四 <n, 故 必 有 非 零 解 .由 于 yp+ti 一 … 王 ys 二 0, 所 以 @ 的 非 零 
解 中 yi,y:，…,yz 不 全 为 零 ,代入 @ 式 得 
f=— hntbnBt toy t+tby>0. © 
将 @ 的 非 零 解 代入 @ 式 得 到 “名,，… ,5 一 组 值 (这 时 
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二 2 二 二 二 0) ,将 它们 代入 @ 式 ,又 得 
| Ce oo … 一 cz < 0. 

显然 ,OD ,@ 是 矛盾 的 , 故 假设 的 p>t 不 能 成 立 . 

同 理 可 证 pp<z 也 不 成 立 . 故 加 一 上 这 就 证 明了 二 次 型 的 标准 
形 中 ,正平 方 项 的 项 数 与 所 做 的 非 退化 线性 变换 无 关 , 它 是 由 二 次 
型 本 身 ( 或 者 说 二 次 型 矩阵 4) 所 确定 的 .由 于 9 一 ~(4) 一 妃 , 所 以 4 
也 是 由 4 唯一 确定 的 . 图 

定义 6.3 二 次 型 x*Ax( 所 化 成 ) 的 标准 形 中 ,正平 方 项 的 项 
数 ( 即 与 4 合同 的 对 角 阵 中 正 对 角 元 的 个 数 ) , 称 为 二 次 型 (或 4) 
的 正 惯性 指数 ; 负 平方 项 的 项 数 ( 即 与 4 合同 的 对 角 阵 中 负 对 角 
元 的 个 数 ) , 称 为 二 次 型 (或 4) 的 负 惯 性 指数 ; 正 ` 负 惯性 指数 的 差 
称 为 符号 差 ; 矩 阵 4 的 秩 也 称 为 二 次 型 x74x 的 秩 . 

2 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 秩 为 7, 正 惯性 指数 为 p, 则 负 惯 性 指数 
4 二 7 一 了 ,符号 差 p 一 q 二 2p 一 7, 与 4 合同 的 对 角 阵 的 零 对 角 元 个 
数 为 n 一 x. 


由 惯性 定理 可 得 下 面 的 推论 . 
推论 设 A 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 若 4 的 正 、 负 惯性 指数 分 别 
为 p 和 g, 则 
A 二 diag(l, ,1,—1,,—1,0,.,0), (6.9) 


其 中 1 有 pp 个 ,一 1 有 g 个 ,0 有 7m 一 (p 十 q) 个 . 

或 者 说 ,对 于 二 次 型 x Ax, 存 在 坐标 变换 x 二 Cy, 使 得 

XIThx = Rt 二 yo yn 一 光一 好 (6.10) 

并 把 (6. 10) 式 右 端 的 二 次 型 称 为 xz4x 的 规范 形 ; 把 (6.9) 式 中 的 
对 角 和 矩阵 称 为 4 的 合同 规范 形 . 

证 根据 定理 6. 2 及 惯性 定理 ,存在 可 逆 矩 阵 Ci ,使 得 

CI4Ci; = diag(d do 一 do 一 do 0 ,0), 
其 中 4; 之 0 (i==1…,p,p 十 1,…,p 十 gq). 取 可 北 和 矩 阵 
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1 1 下 . 
C, dia yu 要 区 lsl 
s( 去 Va Van “Van ) 
则 cg =Cs ,并 有 
CACO = diag el yl 1, = To Os 


其 中 士 1 分 别 有 p,q 个 ,0 有 nn 一 (p 十 9) 个 . 

取 C=CiCs,(6.9) 式 的 右 端 二 CTAC; 取 x 一 Cy(C 可 道 )， 
(6. 10) 式 就 成 立 . 国 

如 果 两 个 n 阶 实 对 称 和 矩阵 4A,B 合同 ,我 们 也 称 它 们 对 应 的 二 
次 型 x?Ax 和 y"By 合同 . 

根据 以 上 的 结果 ,读者 不 难 证 明 以 下 的 结论 . 

(i) 两 个 实 对 称 和 矩阵 4,B 合同 的 充 要 条 件 是 A,B 有 相同 的 
正 惯性 指数 和 相同 的 负 惯 性 指数 . 

(ii) 全 体 n 阶 实 对 称 和 矩阵 , 按 其 合同 规范 形 ( 不 考虑 十 1, 一 1， 


0 的 排列 次 序 ) 分 类 ,共有 名 一 上 ea 二 2 类 ， 
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nn 元 正定 二 次 型 是 正 惯 性 指数 为 n 的 二 次 型 ,n 阶 正定 矩阵 是 

正 惯性 指数 为 n 的 实 对 称 矩 阵 ,它们 在 工程 技术 和 最 优化 等 问题 
中 有 着 广泛 的 应 用 . 现在 我 们 从 二 元 函数 极 值 点 的 判别 问题 ,引入 
二 次 型 正定 的 概念 ,例如 ,对 于 

f(x,y) = 27 十 4zy 十 5y2 ， (0) 
易 知 : f(0,0) 二 0, 了 (0,0) 二 有 (0,0) 二 0, 所 以 原点 OC(0,0) 是 
f(z,y) 的 驻 点 .由 

f(x,y) = 2 + 3y, 
又 可 知 , 当 工 ,y 不 全 为 零 , 即 a = 二 (zx,y) 7" 关 0 时 ,f(x,y) 恒 大 于 零 ， 
所 以 0(0,0) 是 f(z,y) 的 极 小 值 点 .这 里 的 二 次 型 就 是 本 节 要 
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讨论 的 正定 二 次 型 . 再 如 ， 
下 (zy) 一 4 十 4zy 二 2zxsinz+ 5ysiny, (@) 
易 知 : F(0,0) 一 4，F’(0,0) 一 F'(0,0) 一 0. 因此 原点 0(0,0) 是 
F(x,y) 的 驻 点 .在 多 元 函数 微分 学 中 讲 过 ,要 判别 原点 OC(0,0) 是 
否 是 F(z,y) 的 极 值 点 ,要 将 F(z,y) 在 原点 处 展 成 一 阶 泰勒 公式 
F(x,y) =F(0,0) 十 FC(0,0)z 十 F,(0,0)y 十 


到 LEF2 C00) 十 FY C0,0)zy 二 FY (0;0) yz 二 


FY’ (0,0)y’] 十 olz’? 十 y)， 
其 中 olz’ 十 y*) 是 比 x 十 y 高 阶 的 无 穷 小 量 . 经 过 计算 可 得 
F%.(0,0) = 4, F’”(0,0) = F“(0,0) 一 4， 
Fw%(0,0) = 10. 
于 是 
F(x,y) = 4 二 (27 十 4zy 十 5y’) 十 ol(z’ 十 >). 
因此 ,判别 (0,0) 二 4 是 否 是 下 (zx,y) 的 极 小 (大 ) 值 ,就 是 要 判 
别 ,在 原点 (0,0) 的 某 个 邻 域内 
(2z2 十 4zy 十 5%2) 十 oz 十 y)， 

是 否 恒 正 ( 负 ). 而 上 式 olz? 十 y) 是 比 z 十 y 高 阶 的 无 穷 小 量 , 故 
上 式 的 正 负 号 取决 于 2z’ 十 4zy 十 5y” 的 正 负 号 . 根据 前 面 对 @ 式 
的 讨论 ,可 知 原点 O(0,0) 也 是 @@ 中 函数 下 (x,y) 的 极 小 值 点 . 

对 于 一 般 的 nn 元 函数 ,其 驻 点 是 否 为 极 值 点 的 问题 ,需要 讨论 
一 个 n 元 二 次 型 是 否 恒 正 、 恒 负 的 问题 ,这 就 是 二 次 型 是 否 正定 、 
负 定 的 问题 . 现在 我 们 先 讨论 正定 二 次 型 . 

定义 6.4 如 果 对 于 任意 的 非 零 向 量 x 一 (zi,zz，…，zu)7， 
恒 有 


SS Yaa 一 XI4x > 0,， (6.11) 


i=1 j=1 


就 称 x Ax 为 正定 二 次 型 , 称 4 为 正定 矩阵 . 
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根据 定义 6.4, 可 得 以 下 结论 ; 

GD 二 次 型 fyi ,ya ,yn) 二 diy 十 dz 六 十 … 十 dry 正定 的 
充分 必要 条 件 是 di>0 (i 二 1,2,…,n). 充分 性 是 显然 的 . 用 反 证 
法 证 必要 性 . 设 4;<0, 取 y% 一 1， yj 一 0 (j 关 让 ,代入 二 次 型 ,得 

f(0,°%,0,1,0,. ,0) = d; 0, 
与 二 次 型 f(y1 ,ys,…,y;) 正 定 矛 盾 . 

(ii) 一 个 二 次 型 x*Ax, 经 过 非 退 化 线性 变换 x 一 Cy, 化 为 

y (C7TAC)y, 其 正定 性 保持 不 变 . 即 当 
xTAx -= yr(crhc)y (C 可 逆 ) 

时 ,等 式 两 端的 二 次 型 有 相同 的 正定 性 . 这 是 因为 : 对 于 任意 的 
yo 天 0, 即 (> 各 yy)? 六 0, 由 于 x 二 Cy(《C 可 逆 ) ,所 以 与 yo 
相对 应 的 ze 天 0( 如 果 xzo 一 0, 则 mm 一 C ix 一 0, 与 mn 天 0 矛盾 ), 若 
xTAx 正定 , 则 xz 4xo>0. 如 此 就 有 : Vy 天 0， 

JITCCT4C)y 一 xT4xo 二 0， 
故 y(CTAO)y 是 正定 二 次 型 .反之 亦 然 . 

由 上 述 两 个 结论 可 见 ,一 个 二 次 型 x7r4x( 或 实 对 称 和 矩阵 4)， 
通过 坐标 变换 x = Cy ,将 其 化 成 标准 形 ( 或 规范 形 )y7 (CC 4C)y 一 
和 dvi( 或 将 4 合同 于 对 角 和 矩阵 , 即 Cr4C = A ) ,就 容易 判别 其 正 
定性 . 

就 二 次 型 的 标准 形 ( 或 规范 形 ) 来 判别 二 次 型 的 正定 性 ,有 下 
列 重要 的 结果 . 

定理 6.4 若 4 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(GD xTAx 是 正定 二 次 型 (或 4 是 正定 矩阵 ); 

(ii) 4 的 正 惯性 指数 为 n, 即 A 二 I; 

(iii) 存在 可 逆 矩 阵 也 ,使 得 A 二 PI?P; 

(iv) 4 的 2 个 特征 值 Mh;,)*，…, ,全 大 于 零 . 

定理 中 四 个 命题 等 价 ,其 意义 是 任 两 个 命题 都 互 为 充 要 条 件 . 
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证 明 者 干 个 命题 等 价 , 可 采用 下 列 循环 证 法 . 

证 ”GD 之 (Ci 根据 定理 6.2, 对 于 4, 存 在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 

CTAC = diag(di,d;,*…,d,). 
假设 4 的 正 惯性 指数 二 n, 则 至 少 存在 一 个 4; 二 0, 做 变换 x 一 Cy， 
则 
XThx 一 y CTAC)y = diy? + doy tt dy’ 

不 恒 大 于 零 ( 见 定义 6.4 后 的 结论 (iD ) ,与 命题 GD 矛盾 , 故 4 的 正 
惯性 指数 为 ,从 而 A 二 I. 

(ii) 之 (ii) 由 CTAC= 二 I(C 可 道 ), 得 A 二 (CT) 1C 1!= 
(CTC 1!, 取 PC 1, 则 有 4 一 PITP. 

(iii)=(iv) 设 4x= 一 Mix, 即 (PIP)x 一 Mx, 于 是 便 有 

XIPIPx 一 )xIx, 即 (Pr,Px) = A(x,x). 

由 于 特征 向 量 x 隆 0, 从 而 Px 和 0, 故 4 的 特征 值 


(iv) 之 Gi) ”对 于 nn 阶 实 对 称 矩 阵 A, 存 在 正 交 和 矩阵 8, 使 得 
QAQ = diag Nish ,A,), 
做 正 交 变 换 x 一 Qy, 得 
XTAx = A1y 十 A292 十 十 Anys. 
由 于 已 知 特征 值 ,2 ,… ,4, 都 大 于 零 , 故 x?Ax 正定 . 国 
例 1 证 明 : 若 4 是 正定 矩阵 , 则 4 也 是 正定 矩阵 . 
证 正定 矩阵 是 满 秩 和 矩阵 ,所 以 4”! 是 存在 的 ,正定 矩阵 是 对 
称 矩 阵 ,可 逆 对 称 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 仍 是 对 称 和 矩阵 , 故 4 ' 也 是 对 称 和 矩 
阵 . 证 明 4 一 正定 的 方法 很 多 . 
方法 1: 用 定义 证 . 
2T4 YY 一 (4 1x) (做 变换 x == 4y) 
一 (4y ,4 14y) = (Ay,y) = y'Ay. 
由 于 当 x 二 Ay(4 可 道 ) 时 ,x 了 关 0 邻 y 了 0; 又 已 知 Vy 关 0, 恒 有 
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yr'Ay 记 0. 故 Vx 关 0, 恒 有 x A 'x0, 因 此 47! 正定 . 

方法 2; 利用 定理 6.4 中 , (GD 后 (i. 

已 知 4 正定 ,所 以 存在 可 北 矩 阵 C, 使 得 C*AC 一 I. 

将 CTAC= 了 两 边 求 逆 , 得 C 1A 1(C 1!)'== 了 I, 取 D==(C 1)7， 
则 DT4-:D= 工 D 可 逆 ), 故 4- 正定， 

方法 3, 利用 定理 6.4 中 , (GD 全 (iii). 

A 正定 ,所 以 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 得 A 二 P'P, 于 是 A 一 
P71(P-!')' 二 STS (其 中 S=(P-1)7T 是 可 道 矩 阵 ), 故 4 正定 . 

方法 4, 利用 定理 6.4 中 ,人 售 (iv). 


根据 Ax 二 Xx , 则 41x 一 二 x( 其 中 4 关 0). 已 知 4 的 特征 值 全 


大 于 零 , 所 以 4 :的 特征 值 也 全 大 于 零 , 故 4 正定. 国 

例 2 判断 二 次 型 

fry yrs) = xi 2 373 2r17 一 2zs7zs 

是 否 是 正定 二 次 型 . 

解 ” 用 配方 法 得 

flziyzz syT3) 一 (zl 十 2zzs 十 好 ) 十 (太一 2zszs 十 2) 十 2z 
一 (zl 十 zz) 十 (zs 一 zs) 十 2z3 之 0. 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
Xi 十 Xs = 二 0,， Xs 一 X33 二 0,， zx; 二 0， 

即 zi 一 z 一 zs 一 0, 故 f(zi ,zz ,zs) 正 定 . 

例 3 判断 二 次 型 

fx1 F273) = 3 i 373 — 4z172 一 4zl2s 十 4zs2zs 
是 否 是 正定 二 次 型 . 

解 ” 任 何 二 次 型 都 可 用 配方 法 判断 其 正定 性 ,但 此 题 配方 时 
系数 较 繁 ,所 以 可 考虑 用 特征 值 判定 (但 是 求 一 般 的 二 次 型 矩阵 的 
特征 值 也 不 是 容易 的 ,如 例 2 的 特征 多 项 式 | 一 4 一 入 一 6 乱 十 
9) 一 2 需要 将 其 分 解 为 (4 一 2) (一 人 十 1), 得 特征 值 和 一 2， 
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2 土 V3) ,该 二 次 型 对 应 的 矩阵 为 


3 一 2 一 2 
A=|-2 1 中 
-2 2 3 
由 
1 一 3 2 2 
IX—Al=| 2 4—1 一 2 
2 一 2 4—3 
—1 2 2 
一 |。 41 -2 
1 一 1 一 2 4—3 
—1 2 2 
a 
0 一 4 24—5 


QA—1D)A—64—3)=0, 

得 4 的 特征 值 ; Xi 二 1,Xs 二 3 十 2V3,X%s 二 3 一 2V3 二 0, 所 以 A 不 是 
正定 矩阵 ,从 而 二 次 型 也 不 是 正定 的 . 

此 题 由 正定 二 次 型 的 定义 也 容易 判定 其 非 正 定性 . 因为 当 
Zi 一 1,zs 一 1,zs 一 0 时 ,二 次 型 F(1,1,0) 王 0, 不 大 于 零 . 

下 面 ,我们 从 二 次 型 矩阵 4 的 子 式 , 来 判别 二 次 型 x**Ax 的 正 
定性 . 先 给 出 A 正定 的 两 个 必要 条 件 ,再 给 一 个 充分 必要 条 件 . 

定理 6.5 若 二 次 型 xz4x 正定 , 则 : 

(i) 4 的 主 对 角 元 aa>>0 (一 1,2，…，720); 

(ii 4 的 行列 式 |4| 盖 0. 

证 (i) 因为 xrax= 》) >)aszizij 正定 , 所 以 取 x = 


i=1 j=1 
(0,…,0,1,0,…,0)7 关 0( 其 中 第 i 个 分 量 zx; = 二 1), 则 必 有 


KEANXI = Qizt = a > 0 C= 12, nN). 
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(iD 因为 4 正定 ,所 以 存在 可 逆 和 矩阵 P 了 ,使 得 A 一 PYP, 因 此 
I4|=|P®||P|=|P|’>0. 
或 根据 正定 矩阵 4 的 特征 值 全 大 于 零 , 即 得 |4| 一 Ms … 
4X.>0. 国 
定理 6.5 是 4 正定 的 必要 条 件 , 由 该 定理 很 易 验 证 
1 2 4 5 一 总 充 
A= 小 | 路， c= | 2 3 
都 不 是 正定 矩阵 ,因为 det(4) 王 0，det(B)<0，C 中 cu < 到 0. 而 
对 于 


[> 


0 
0 
2 
1 


OO OLN- 
oo SV 


9>>0. 但 用 定理 6.4 可 以 验证 


小 
虽 有 ai 记 0, 且 det(4) | 


1 
( 留 给 读者 )A 不 是 正定 矩阵 . 
定理 6.6 nn 元 二 次 型 xTAx 正定 的 充 要 条 件 是 4 的 nn 个 顺 
序 主子 式 全 大 于 零 . 
证 设 A=(a;),xy,; 则 


dl di QIA 

Q21 ld22 Q2k 
detA; = 

Qa ag Qk 


称 为 n 阶 和 矩阵 A 的 & 阶 顺序 (或 左上 角 ) 主 子 式 . 当 取 1,2,*…,n 
时 ,就 得 4 的 个 顺序 主子 式 . 

必要 性 取 科 一 (Zi 天 0 一 (zy 0 …， 
0)7 天 0, 记 xx 一 (0)7, 则 必 有 
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Ae = » (~ ")(®)= Ge *)(*) 
k9 和 0 k k9 0 


=xiAx: 过 0 
对 于 一 切 飞天 0 都 成 立 . 故 zs， 和 …zt 的 & 元 二 次 型 x2Awxs 是 
正定 的 ,根据 定理 6.5, 必 有 |44| 盖 0. 必要 性 得 证 . 
“充分 性 ”对 n 作 数学 归纳 法 . 当 ?一 1 时 ,aa 二 0,x74x 一 
aazi>0(Yz 天 0), 故 充分 性 成 立 . 假设 充分 性 对 n 一 1 元 二 次 型 
成 立 , 下 面 证 明 对 ?元 二 次 型 也 成 立 . 将 4 分 块 表示 为 


Ee a 
冶 三 


小 
a Qnn 


其 中 7 一 (aa sdn2 ynn1). 
根据 定理 6. 4, 只 需 证 明 4 合同 于 单位 矩阵 . 取 
| 中 


9 


则 


做 Ci4C' 的 乘法 运算 ,得 
A 0 记 作 Fs . 

0 an—a'Aa 0 af 
根据 充分 性 条 件 |4| 二 0,|4,-1 | 二 0, 由 上 式 易 得 a0. 根据 归纳 
假设 4,-: 正 定 , 故 存在 2 一 1 阶 可 逆 和 矩阵 G, 使 得 G?A,_1G 一 D1. 
所 以 再 取 


CI4C， 二 


G 0 G 0 

C= | 号 则 C= | 
0 一 0 一 
Va Va 


就 立即 可 得 C (CiAC )C; 二 工 , 故 4 合同 于 单位 矩阵 ,因此 4 
正定 ， 国 
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用 定理 6. 6 容易 判断 


1 站 六 
2 了 50 故 
4 一 
从 工交 
六 人工 
人 
不 是 正定 的 . 这 是 因为 det(4;) 一 | ?| -< 


“ 例 4 证 明 : 若 4 是 n 阶 正定 矩阵 , 则 存在 正定 矩阵 B, 使 
得 A=B’. 

证 因为 正定 矩阵 4 是 实 对 称 矩 阵 , 且 特征 值 全 大 于 零 ,所 
以 存在 正 交 和 矩阵 8 ,使 得 

A = Qdiag(h1 ,hs ,4,)0T, 中 
其 中 4 之 0 (i 二 1,2,…,n). 利 用 QT7Q== 了 ,及 
diag(Oi ys) 一 [diag(W VAs ,VD)]， 

可 将 @ 式 表示 成 


4 一 (Odiag(V ,Vhs ,VA QT)’, © 
因此 取 
B= Qdiag(VA, Vhs, VA)QT, 四 
就 得 A=B’. 
由 于 @ 式 中 VN 是 B 的 特征 值 , 且 Vi 之 0 (i 二 1,2,…,n), 故 
B 也 是 正定 矩阵 . 于 是 命题 得 证 . 国 
这 里 的 通常 记 做 A?. 


“6.5 其 他 有 定 二 次 型 


正定 和 半 正 定 以 及 负 定 和 半 负 定 二 次 型 ,统称 为 有 定 二 次 型 ， 
本 节 简 要 介绍 半 正 定 ` 负 定 和 半 负 定 二 次 型 的 性 质 及 判别 定理 . 
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定义 6.5 如 果 Vx 一 (zi,zs，,…,Zz,)" 了 0, 恒 有 二 次 型 

(GD xTAx 宇 0, 但 至 少 存在 一 个 z 天 0, 使 得 x3Axo 一 0, 就 称 
xTAx 是 半 正 定 二 次 型 ,A 是 半 正 定 矩 阵 ; 

(ii) xTAx<<0, 称 x7Ax 是 负 定 二 次 型 ,4 是 负 定 矩阵 . 

Gi) xT4x<0, 但 至 少 存 在 一 个 ze 天 0, 使 得 xfT4xo 一 0, 就 称 
xzT4x 是 半 负 定 二 次 型 ,4 是 半 负 定 和 矩阵 . 

如 果 二 次 型 不 是 有 定 的 ,就 称 为 不 定 二 次 型 . 

例如 : xTAx 二 dz 十 ds 十 … 十 dz?, 当 dd; 二 0 (i 二 1,2,…， 
n) 时 是 负 定 的 ; 当 d; 宇 0 (i 二 1,2,…,n) 但 至 少 有 一 个 为 零 时 是 半 
正定 的 ; 当 di 过 0 (i 二 1,2,…,n) 但 至 少 有 一 个 为 零 时 是 半 负 
定 的 . 

显然 ,如 果 A 是 正定 ( 半 正 定 ) 和 矩阵 , 则 (一 4) 是 负 定 ( 半 负 定 》 
和 矩阵. 反之 亦 然 . 

根据 定义 并 利用 上 节 中 的 方法 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 6.7 设 A 是 nn 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 下 列 命题 等 价 : 

(i) xTAx 负 定 ; 

(ii) 4 的 负 惯 性 指数 为 n, 即 A 二 一 I; 

(ii) 存在 可 道 矩 阵 了 ,使 得 A 二 一 PTP; 

(iv) 4 的 特征 值 全 小 于 零 ; 

(v) 4 的 奇数 阶 顺 序 主 子 式 全 小 于 零 ,偶数 阶 顺序 主子 式 全 
大 于 零 

定理 6.8 设 A 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(Gi) xT4x 半 正 定 ; 

(ii) 4 的 正 惯性 指数 二 r(4) 二 r(r 二 n) ,或 A 二 diag(1,1,…， 
1,0,…,0),1 有 7 个 ; 

(iii) A 的 特征 值 都 大 于 等 于 零 ,但 至 少 有 一 个 等 于 零 ; 

(iv) 存在 非 满 秩 和 矩阵 P(r(P) 一 n) ,使 得 4 一 PTP. 

(Vv) 4 的 各 阶 主子 式 之 0, 但 至 少 有 一 个 主子 式 等 于 零 . (主子 
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式 的 定义 见 第 3 章 定义 3. 9) 

关于 半 负 定 的 相应 的 定理 ,读者 不 难 自 行 写 出 . 

关于 定理 的 证 明 ,如果 用 循环 证 法 证 明定 理 6. 7, (iv) 僵 (v) 的 
证 明 较 难 ,定理 6. 8 中 的 (v) 作 为 半 正 定 的 充 要 条 件 ,其 充分 性 的 
证 明 也 较 难 . 我 们 略 去 这 些 证 明 . 


例 1 判断 二 次 型 227z 一 (zx) 是 否 是 有 定 二 次 型 
解 方法 1 
原 式 一 一 D zi 一 BS3 2zizy @ 


1<iZj<n 
=(z1— 7x2) 二 (zi 一 ZX 十 十 (zi 一 2Z)? 十 
Ca = mr 一 十 


(za 一 zo02 = > (ri—z)’ > 0. 


l&i<j<n 


当 六 一 Z 一 … 一 Zu 时 ,等 号 成 立 . 故 原 二 次 型 是 半 正 定 的 . 
方法 2 ”利用 @ 式 二 次 型 矩阵 4 的 特征 值 来 做 出 判断 . 


4— (nO—1) 1 … 1 
1 一 (2 一 1) … 1 
| 代 一 4| 一 5 > 
1 下 … ”一 (人 一 1) 
1 1 
人 误 一 兰 0 
三 筑 a 
0 0 A—n 
一 (一 7 ， 


A 的 特征 值 为 1; 一 0,) 一 2 (2 一 1 重 ) , 故 二 次 型 是 半 正 定 的 . 
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习题 ”补充 题 答案 


习题 


将 下 列 1~3 题 的 二 次 型 表示 成 矩阵 形式 

1. f(z,»)=47 —6zry—7y. 

2. f(x,y,2)=37 +4ry—y —6yz+2. 
3，J(zzayzy) 一 邓 十 验 十 2 好 十 4zizs 十 2zzs 一 


2z2 73 — 6x2 Tt 4xs x. 


4. 设 半 元 二 次 型 f(z yz ，…zn) 的 矩阵 为 半 阶 三 对 角 对 称 矩 阵 


1 #1 
一 灶 | 


A= 一 1 1 二 3 
= :i 

试 写 出 二 次 型 (二 次 齐 次 多 项 式 ) 的 表示 式 ， 

*5. 车 二 次 型 f(zi ,zz ;Zs ,X41) 二 xTAx, 对 于 一 切 x= (zi yzayzay2t)T 
恒 有 f(zi ,zz yzayz) 一 0 证 明 4 为 4 阶 零 矩 阵 . 

(提示 : 取 一 些 特殊 的 x, 如 (1,0,0,0)7,(0,1,0,0)7,(1,0,1,0)7,(0,1， 
1,0)7 等 ,来 论证 4 二 0.) 

“6. 证 明 : 若 4,B 均 为 三 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 对 一 切 x 有 x Ax 二 =x" Bx， 
则 A=B. 

“7. 设 4 二 B,C 二 D, 且 它们 均 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 问 下 列 结论 成 立 吗 ? 
车 成 立 , 则 证 明之 . 


A 0 /B00 
(1) (A+OB+D). 2 ( )=( ): 

0 cl \op 
8. 用 正 交 变换 x 二 Qy, 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 ,并 求 正 交 和 矩阵 8: 
(1) f=2zx? 二 3zx2 十 3x3 十 4zx2 ZZ;. 


C0 f= a a Ds ys 
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试 求 正 交 矩阵 2, 使 得 07AQ 为 对 角 阵 . 
10. 用 配方 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 写 出 所 用 的 坐标 变换 : 
(1) zx? 二 4z zs — 3x2 zs (0 证 太一 S603 
(3) 2 十 5 十 4x3 十 4x1 Za 一 8za Xs 一 4x3 Xi. 
11. 用 初等 变换 法 将 下 列 二 次 型 化 为 标准 形 , 并 求 相 应 的 坐标 变换 . 
(1) zizs zz x ra x1; 


(2) zf —2zx8 二 zx3 十 2x1 zz 十 4ZX1X3 十 2X2 Xs; 


(3) 好 十 5 妈 十 4 妈 一 好 十 6zizs 一 4xix3—4x27X4 —873x. 

12. 设 C 为 可 道 和 矩阵, 且 CT4C= diag(d ,do ad), 问 :对 角 和 矩阵 的 对 
角 元 是 否 都 是 4 的 特征 值 ? 并 说 明理 由 . 

13. 设 半 阶 实 对称 和 矩阵 4 的 秩 为 >(r< 2 , 试 证 明 ， 

(1) 存在 可 逆 矩 阵 C, 使 得 CI4C= diag(d ,qd,,，…,d,,0,…,0), 其 中 
di 天 0 (i=1,2,° ,7). 

“(2) A 可 表示 为 > 个 秩 为 1 的 对 称 和 矩阵 之 和 . 

“14. 设 ) 阶 实 对 称 寡 等 矩阵 4( 满 足 4? 二 4) 的 秩 为 7, 试 求 : 

(1) 二 次 型 xTAx 的 一 个 标准 形 ， (2) det(I 十 4 十 42 十 … 十 4"). 

“15. 设 4 为 n 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 其 正 负 惯性 指数 都 不 为 零 . 证 明 : 存 
在 非 零 向 量 x ,xz 和 x ,使 得 xf Axi 记 0,xi Ax, 二 0 和 x3 Axs 二 0. 

“16. 设 A 是 奇数 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 det(4) 之 0. 证 明 :存在 非 零 向 量 
xx 使 xz 4x 二 0， 

17. 把 11 题 中 的 二 次 型 化 为 规范 形 , 并 求 变换 矩阵 C. 

18. 对 9 题 中 的 矩阵 4, 求 可 逆 矩 阵 C, 使 C"AC 成 为 规范 形 . 

“19. 证 明 6. 3 节 末 尾 的 结论 GD * 20. 证 明 6. 3 节 末 尾 的 结论 (iD ， 

21. 判断 下 列 矩 阵 是 否 是 正定 矩阵 : 
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= 0 1 二 二 “一 于 
(DI | lst 2 中 |= pe 


22. 判断 下 列 二 次 型 是 否 是 正定 二 次 型 

(1) zx? 二 3zx2 20x3—2x 7 一 2zi2zs CO—10r x7, 
(2) 3z? 二 4 十 5x3 十 4z1 zz 一 4Zx2 X33 

(3) zi 二 27x2 二 323 十 47x? 一 2z1 Xz 十 4x2 TX3 一 8X3X4. 


23. 用 正 交 变换 法 化 二 次 型 > 古装 2z) 为 标准 形 . 并 说 明 它 是 否 


是 正定 二 次 型 .在 ?= 3 的 情况 下 ， 求 出 正 交 变 换 的 矩阵 0 

“24. 对 上 题 中 "一 3 时 的 二 次 型 矩阵 4, 求 正定 矩阵 B, 使 得 A 二 BB?. 

25. 求 下 列 二 次 型 中 的 参数 t, 使 得 二 次 型 正定 : 

(1) 5z? 十 2 十 tx3 十 4z1 x2 一 2X173 一 2X2X3 3 

(2) 2 有 十 有 十 323 十 2zzi zz 十 2x1 工 3 

26. 用 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 及 正定 二 次 型 的 定义 ,证 明正 
定 矩 阵 的 特征 值 大 于 零 . 

27. 设 也 为 可 逆 和 矩阵 ,用 正定 二 次 型 的 定义 证 明 ,P 忆 是 正定 矩阵 . 

28. 设 A 是 正定 矩阵 ,C 是 实 可 逆 和 矩阵 ,证 明 : CI4C 是 实 对 称 和 矩阵, 而 
且 也 是 正定 矩阵 . 

29. 设 4 是 正定 矩阵 ,证 明 4 的 伴随 矩阵 4 "也 是 正定 矩阵 . 

30. 设 4, 也 均 是 半 阶 正定 矩阵 ,AZ 都 是 正 数 , 用 定义 证 明 驳 十 轨 也 是 
正定 矩阵 . 

31, 判断 下 列 和 矩阵 是 否 负 定 , 半 正 定 , 半 负 定 : 


1 i 0 st 
(1) 业 :所 一 小 有 一 下 | 


(2) 
= 3 


和 一 2 1 1 
C3 | 一 > Mh (4) 二 一 一 la 
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32. 证 明 负 定 矩阵 的 主 对 角 元 必须 全 小 于 零 . 

"33. 设 z4x 为 半 负 定 二 次 型 , 问 : (1) x"( 一 A)x 是 否 半 正 定 ? (2) 4 
的 各 阶 主子 式 是 否 全 都 小 于 等 于 零 ? 

34. 判断 下 列 二 次 型 是 否 是 有 定 二 次 型 : 

(1) —zx?—2zxi—5zxi—2xi zt4zr zr; 

(2) 邓 十 2 好 十 4 码 十 2zi za 一 4Z2 X33 

(3) zf 二 2z2 十 3z9 十 2z1 一 4za Ta。 

35. 证 明 : 4 是 负 定 矩阵 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 和 矩阵 了 使 得 4 二 一 P'P. 

36. 设 B 是 一 个 阶 算 阵 ,r(B)<<n, 证明 B"B 是 半 正 定 和 矩阵 , 

37. 证 明 : 若 4 是 半 正 定 和 矩阵 , 则 存在 半 正 定 矩 阵 B, 使 得 A=B?*. 


补充 题 


38. 若 对 于 任意 的 全 不 为 零 的 zo，… ,Zz ,二 次 型 f(z zzn) 人 恒 
大 于 零 , 问 二 次 型 f 是 否 正 定 ? 

39. 设 4 是 实 对 称 和 矩阵, 证 明 :, 当 t 充 分 大 时 ,A 十 研 是 正定 矩阵 , 

40. 设 阶 实 对 称 和 矩阵 A 的 特征 值 为 A1 ,Xs，… ,4,, 问 : t 满 足 什 么 条 件 
时 ,4 一 左 为 正定 矩阵 . 

41. 设 4 是 实 对 称 和 矩阵, 召 是 正定 矩阵 ,证 明 : 存 在 可 逆 矩 阵 C, 使 得 
CI4C 和 Cr7BC 都 成 对 角形 矩阵 ， 

42. 设 A,B 皆 是 正定 矩阵 , 且 4B 一 B4, 证 明 4B 是 正定 矩阵 . (提示 ， 
存在 正 交 和 矩阵 C,D; 使 得 DT(CTAC)D 一 DTA1D,D™T(CTBC)D 一 A ,并 利用 定 
理 6.6 的 充分 条 件 . ) 

43. 设 A 二 (ai) 是 n 阶 正定 矩阵 ,x 二 《zi ;zz，… ,za) .证 明 : 


0 x 
Co) =aet( ，) 
是 一 个 负 定 二 次 型 . 
44. 设 A=(ai) 是 nn 阶 正定 和 矩阵, 证明 : 
detA 去 TI. 


i=1 


45. 设 B 二 (b;;) 是 nn 阶 实 可 逆 和 矩阵 ,证 明 : 
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| 如 | 过 [[ C6; 十 区 十 … 十 如 ;). 
i=1 

46. 已 知 f(zi zzs) 一 2z1 十 3 好 十 3 妇 十 2azzzs 通过 正 交 变换 x 二 Qy 
可 化 为 标准 形 /一 有 兴 十 2 和 好 十 538, 试 求 参数 a 及 正 交 算 阵 @. 

47. 已 知 jzyzyzs) 一 5 好 十 5 好 十 c 妇 一 2ziz 十 6zizs 一 6z2zs 的 秩 
为 2. 

(1) 求 cs (2) 方程 fx ,zz ,x3)=1 表示 何 种 二 次 曲面 . 

48. 设 


1, :0 1 
4 一 |0 2 0|， 

1 60; 1 
B= (kE+A)’, 


& 为 实数 ,下 为 单位 矩阵 , 求 对 角 和 矩阵 A ,使 B 二 A ;并 问 :& 为何 值 时 ,B 为 正 
定 矩 阵 ， 

49. 设 FGzz 和 yz) 一 (Zi 十 azz)2 十 (zz 十 azza)2 十 十 (zol 二 
an-12Zn)2 十 (2 十 asZ1) 2 其 中 1 ,4as，… sar 均 为 实数 , 问 : ay,as，…an 满足 
何 条 件 时 ,二 次 型 Ci zy…yzna) 正 定 . 

50. 设 4 为 m 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,BE R”", 证 明 : B"AB 正定 的 充分 
必要 条 件 为 r(B) 二 nn. 


答案 


6. 利用 第 5 题 的 结果 . 
7. 《1) 不 成 立 ，(2) 成 立 ， 


0 he 
工 0 工 
8. (1) | v2 V2 |, +2g+5%. 
-~ 工 0 工 
V2 V2 
V2 0 -V2 0 
—1 1 —1 一 ! 
(2) 去 ; 
人 人 下 娩 
1 让 = 
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(1—YD RY RTV y+ +HY2) yi. 


2 1 
= 0 0 0 一 
V5 V5 
2 5 
3 0 0 0 
V5 V5 5 
9. 0 0 1 0 0 |， 5 a 
2 3 = 
0 “一 一 0 一 -一 0 
V13 V13 0 
3 2 
0 “一 一 0 一 一 一 10 
V13 13 
3 


ZX1 = —2y 十 下 2 ， 


2_121 9 ， 
10. (1) yi dy 6 i 罗 一 二 2 


Ta 一 Ya. 


(2) 部 一 寺 吕 3 只 
a= Z3。 


一 十 于 久 » 
(3) 2 +3R+ 


2 
7Zz 一 入 十 了， 
Xs 二 3. 

X12 二 22 一 Za， 

11. (1) 对 一 于 一 如 | 

Za 一 ys. 

a 5 
Thy 

8 

2) HH—3y— 3 和 
(2) 其 一 3 中 3 ?1 z= ey 
Ts 一 Ja 
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4 
Tht3y 


3 2 
22 一 二 

(3) 半 一 4 二 9 一 外 R14 So 
7 

2 一 Er 

4 一 Yt. 


12. 不 一 定 , 当 C 为 正 交 和 矩阵 时 ,一 定 是 . 

14. (1) 前 十 况 十 … 十 (2) (2 十 1)7. 

15. 将 4 化 成 规范 形 ,由 正 负 惯 性 指数 都 不 为 零 ,构造 x ,x, 和 x， 
16. 利用 15 题 结 论 , 先 证 4 必 有 正 特 征 值 . 


1 T° = 
17. (1) %—%—%, |1l 一 1 一 1|. 
0 0 1 
1 
3 V24 
(2) yf —%—%, |0 CT 
3 V24 
站 
0 0 一 一 
V24 
和 
6 2 21 
1 中 2 
2 2 2 2 > 2 2 7 
(3) HRB—y— Ns 
0 
3 3 
8 
0 0 “二 


21. (1) 正定 ,(2)(3) 不 正定 . 22. 都 正定 . 


23. 2 十 到 (如 十 台 十 …… 十 关 ), 正 定 ， 
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24. 


25. 


27. 
28. 
30. 
31. 
34. 
38. 
40. 
41. 
43. 


44. 


化 为 上 三 
45. 
46. 
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3 


(D122, (2 ll< V3 


用 定义 证 明 xTPT Prxr>0 (Yx 天 0). 

用 定义 证 明 xTCT4Cx>0 (VY x0). 

用 定义 证 明 . 

(1) 负 定 ,(2) 不 定 ,(3) 不 定 ,(4) 半 负 定 . 

(1) 负 定 ,(2)〉 半 正定 ,(3) 不 定 . 

否 . 39. 考虑 4 十 的 特征 值 . 

t<minCAi ,As ，…，。). 

存在 可 逆 阵 Ci ,使 得 CTBC, 一 了 ,又 CITAC, 为 实 对 称 矩 阵 . 

将 分 块 矩阵 第 二 行 左 乘 一 xr4 一 加 到 第 一 行 ,并 利用 A-! 正 定 . 


4。，1 
用 数学 归纳 法 . 把 4 分 块 表示 为 ( ) ;并 用 初等 变换 将 其 
a NR 


角 和 矩阵 . 
利用 44 题 的 结果 . 
由 二 次 型 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2,5, 可 得 一 2. 正 交 和 矩阵 8 与 习题 


8(1) 相 同 . 

47. (1) 由 二 次 型 矩阵 4 的 秩 为 2, 或 |4| 二 0 得 c 王 3. (2) 4 的 特征 值 
Ai 一 4 一 9, as 一 0, 通 过 正 交 变换 x 二 Qy, 方 程 x Ax 二 1 化 为 y 0 AQy 一 
4 闪 十 9 浮 二 1, 这 是 一 个 椭圆 柱 面 . 
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48. & 尖 0 且 4 和 一 2 时 ,B 为 正定 矩阵 . 提示 : 先 证 明 0 AQ== diag(0,2， 
2) (其 中 8 为 正 交 扼 阵 ). 

49. 由 线性 方程 组 zi 十 ai zz 二 0,Zzz 十 azx3 二 0,… ,Xx, 十 anX1 二 0 可 得 ， 
当 1+( 一 1D” aa…a 天 0 时 ,线性 方程 组 只 有 零 解 .因此 , 当 1 十 (一 1)” 
aaa…an 天 0 时 , 仅 当 xx 一 (zz 一 0 时 ,zz 和 yzo) 一 0, 而 YY 
天 0 时 , 均 有 f(zi;Zzs，…,z,) 二 x Ax 这 0, 故此 时 的 二 次 型 f(x zz，…zn) 
正定 . 

50. 充分 性 : 由 r(B) 二 nn, 得 Vx 二 (zi,Zzs，…,X,) "了 关 0,Bx 关 0, 从 而 
x"(B"AB)x 一 (Bx)"A(Bx)0, 故 B"AB 正定 .必要 性 : 用 反 证 法 . 


应 用 问题 


ee 


i 


7.1 人 口 模型 


人 口 增长 的 问题 是 关系 到 国计民生 的 重大 问题 之 一 . 为 了 预 
测 和 控制 人 口 的 增长 ,从 18 世纪 以 来 各 国人 口 学 家 、 数 学 家 不 断 
地 提出 各 种 人 口 模型 ,有 确定 性 的 ,有 随机 性 的 ;有 连续 的 ,有 离散 
的 .本 节 介 绍 的 Leslie 人 口 模型 是 20 世纪 40 年 代 提 出 的 , 它 是 预 
测 人 口 按 年 龄 组 变化 的 离散 模型 . 


7.1.1 Leslie 人口 模型 

这 个 模型 仅 考 虑 女性 人 口 的 发 展 变化 ,因为 一 般 男女 人 口 的 
比例 变化 不 大 . 假设 女性 最 大 年 龄 为 s 岁 ,分 ;为 n 个 年 龄 区 间 

Ax 三 [< 1) ,i j: Sy 

年 龄 属于 At; 的 女性 称 为 第 i 组 , 设 第 i 组 人 数 为 zx;(i 二 1,2,…， 
7), 称 二 (Xi ,Xz 并 为 (女性 ) 人 口 年 龄 分 布 向 量 . 考虑 x 随 
时 间 友 的 变化 情况 ,每 隔 s/n 年 观察 一 次 ,不 考虑 同一 时 间 间 隔 内 
的 变化 (即将 时 间 离 散 化 了 ). 设 初始 时 间 为 to ,ti 二 to 十 ks/n,ts 时 
的 年 龄 分 布 向 量 为 x 二 (zx ,zz%)7, 这 里 只 考虑 由 生 
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育 、 老 化 和 死亡 引起 的 人 口 演变 ,而 不 考虑 迁移 、 战 争 、 意 外 灾难 等 
社会 因素 的 影响 . 

设 第 i 组 女性 的 生育 率 ( 已 扣除 女 婴 死亡 率 ) 为 ci (第 ;组 每 
位 女性 在 s/n 年 中 平均 生育 的 女 婴 数 ,a; 之 0) ,存活 率 为 5.( 第 i 组 
女性 经 过 s/n 年 仍 活 着 的 人 数 与 原 人 数 之 比 ,0 二 六 委 1). 死亡 率 一 
1 一 和 ,假设 au 在 同一 时 间 间 隔 内 不 变 , 它 可 由 人 口 统计 资料 
获得 . 

时 第 一 组 女性 的 总 数 zi” 是 如 :时 各 组 女性 (人 数 为 
XI 了 ,i 二 1,…,n) 所 生育 的 女 婴 的 总 数 , 即 


ZX 一 az ?art ?二 十 a.z4-?， (7.1) 
妈 时 第 ;十 1 组 (之 1) 女 性 人 数 z 浊 是 坟 1 时 第 i 组 的 女性 经 s/n 
年 存活 下 来 的 人 数 , 即 
= br = ln 1 (7.2) 
将 (7.1),(7.2) 以 矩阵 形式 表示 为 
一 (7.3) 
其 中 
ai daz Ca -1 a 
b: 0 0 0 
L=|0 bs YY. |: | (7. 4) 
; “ : 0 0 


OQ we 0 Bi 
称 工 为 Leslie 矩阵 ,由 (7. 3) 式 递 推 得 
=， (7.89 
利用 (7. 5) 可 算出 & 时 间 各 年 龄 组 人 口 总 数 ,人 口 增长 率 及 各 年 
龄 组 人 口 占 总 人 口 的 百分数 . 此 模型 也 适用 于 动物 群 . 
例 1 某 饲 养 场 的 某 种 动物 所 能 达到 的 最 大 年 龄 为 6 岁 ， 
1990 年 观测 的 数据 如 表 7-1 所 示 . 问 : 1998 年 各 年 龄 组 的 动物 数 
量 及 分 布 比例 为 多 少 ? 总 数 的 增长 率 为 多 少 ? 
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解 ” 由 所 给 表格 得 到 动物 1990 年 的 年 龄 分 布 向 量 x” 及 
Leslie 矩阵 工分 别 为 


160 0 4 3 
ws 1320|, LE |L2 0 Os 
80 0 1/4 0 
表 7-1 
头 数 160 320 80 
生育 率 0 4 3 
1 1 
存活 率 区 0 
1998 年 的 年 龄 分 布 向 量 为 
0 4 3.1*°(160 
i St A 
0 1/4 0 80 
4 3 9/8] (160 1690 
= "|316 4 3||1320|= |1550 | . 
1/4 3/32 0) | 80 70 


所 以 ,1998 年 动物 总 数 为 3310 头 ; 小 于 2 岁 的 有 1690 头 , 占 
51.06%;2~4 岁 的 有 1550 头 , 占 46.83%;4~6 岁 的 有 70 头 , 占 
2.11%. 增长 总 数 为 3310 一 560 二 2750 头 ,8 年 总 增长 率 为 
491. 07%， 

利用 Leslie 模型 分 析 人 口 增 长 ,发现 观察 时 间 充 分 长 后 人 口 
增长 率 和 年 龄 分 布 结构 均 趋 于 一 个 稳定 状态 ,这 与 矩阵 工 的 特征 
值 特 征 向 量 有 关 . 
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7.1.2 Leslie 和 矩 阵 的 优势 特征 值 及 其 实际 意义 


定理 7.1 (7.4) 式 中 的 矩阵 工 有 唯一 的 单 重 正 特性 值 41 ,对 
应 的 特征 向 量 为 xi 二 (1,b/A150152 /Xf ,bi1bs…b,_1/X? 1)T( 各 


分 量 全 为 正 数 ). 
证 
A—al Qs Wn Qn 
—b A 
p20)=|AI—L|= —b; 
A 
= A 
4 一 al 一 as 一 Ga 一 Qnr 
一 六 A 
= 入, CA) 二 bi 一 pz 
A 
一 D ， 0 
= 入 CA) 十 已 (一 as) (一 1)7 (一 1)" bbb, 2 
= il: (CA) 一 anDi0 Di. (x*) 


记 B 二 ab16;…bi1(6bo 一 1), 由 于 a; 之 0 且 不 全 为 零 ,b; 之 0, 所 
以 B: 宇 0(i 二 1,2,…,n) 且 不 全 为 零 . 由 递 推 关系 (x ) 得 
四 (一 Ap MO —B, = XA NO— Ba)—B, 
= A pas A) — NAB — Bb, = 
A —BA to—BA oO— BA—B,. (7.6) 


记 
GD) 一 及 人 十 改 / 虹 十 … 十 Br (天 0)， (7.7) 
则 特征 方程 
思 (CA) 一 0 (7. 8) 
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等 价 于 方程 
gq) 一 1. (7.9) 
显然 当 4 二 0 时 ,q(2) 是 连续 的 单调 减 函 数 , 且 limg(2) 王 十 oo， 
limgC) 一 0, 所 以 存在 唯一 的 A1E(0, 十 吕 ) 使 得 g(X1) 一 1 或 
p41) 二 0, 即 为 唯一 的 正 特征 值 .下面 证 明 X 是 单 根 ,用 反 证 法 . 
设 ) 是 加 CA) 一 0 的 有 重 根 (E 关 2), 则 加 Ca) 一 0, 且 


pi) = nA 一 (元 一 1 有 一 光一 28. 一 一 0， 

此 式 可 写成 

1 一 2 人 十 a 十 维和 寺 ++ 上坟 一 ay) = 1， 
移 ” 黄 了 2 nar 


dn 1 为 单 根 . 

解 方 程 组 U1I 一 L)x 一 0, 容易 得 到 Xi 对 应 的 特征 向 量 为 定理 
给 出 的 Xl. 国 

定理 7.2 若 是 矩阵 L 的 正 特征 值 , 则 LL 的 任 一 个 ( 实 的 
或 复 的 ) 特 征 值 * 都 满足 

| ln. (7. 10) 

证 若 )=0, 显 然 成 立 ; 设 人 =res, 且 >>0, 用 反 证 法 . 假设 

| 一” 六 ,由 (7.9) 和 (7.7) 式 ， 


g0D) 一 qlres) 一 外 or? 十 氏 十 … 十 芭 ew 一 1， 
得 q(X) 的 实 部 为 1, 即 
1 一 色 cosb 十 后 cos2b 十 ww cosng 


RB/r+tB/r 二 十 B,/r" 
三 Bi/ 十 BBB/ 十 十 B,/XY 
一 qGa) = 1, 
矛盾 . 所 以 对 任 一 特征 值 4, 有 |X| 二 1. 国 
我 们 把 工 和 矩阵 的 唯一 的 正 特征 值 4, 称 为 优势 特征 值 . 如 果 工 
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的 任 一 个 特征 值 M 夫 1: , 均 满 足 | 天 1 , 则 称 ) 为 工 的 严格 优势 
特征 值 . 
定理 7.3 若 矩 阵 工 的 第 一 行 有 两 个 顺序 元 素 aarl 盖 0, 则 
工 的 正 特征 值 是 严格 优势 特征 值 . 
证 由 定理 7.2,|4|<A1, 只 须 证 等 号 不 成 立 . 用 反 证 法 ,假设 
存在 和 ia 有 |4| 一 2 , 则 
1 一 GD) = 二 BAATB/X 十 … 十 B,/A” 
SI B/NTI BR/ Itt| BAX +B /A |+ +) BA | 
= B /A 十 Be/2I 十 … 十 | BA1 Bir | /2 二 十 BA/AY 
< Bi/A1 二 Be/2I ss 十 BA]hi 十 Br/Ait = 十 B./2Y 
一 49Wil) 一 1， 
这 是 矛盾 的 ,所 以 |41<A4( 上 式 “<<” 是 根据 |BX 十 B+1 1 二 B14 十 
B+t1, 因 为 及 一 aibi "bi i>0,Bi+1i 二 0, 且 4 为 非 正 实数 , 据 定 理 
7.1,1 是 唯一 的 正 特征 值 ). 
定理 7. 3 的 条 件 在 人 口 模 型 中 是 能 保证 的 ,所 以 工 和 矩阵 必 有 
严格 优势 特征 值 4:， 
定理 7.4 若 和 矩阵 工 有 严格 优势 特征 值 h:, 其 对 应 的 特征 向 
量 为 拉 , 则 


lim HH = és (7.11) 
oo Al 


其 中 x 由 (7.5) 式 确定 ,c 为 常数 . 

证 设 工 可 对 角 化 (对 一 般 情况 要 用 附录 B 中 的 约 当 标 准 形 
来 证 明 ), 即 存在 线性 无 关 的 特征 向 量 zz,…，,x 及 P 了 一 
(xiyxz xs) 使 得 

PLP 一 diagC ys )， 
则 L*= (PdiagC ,2,)P  )* 
= Pdiag(t1，…,Ax) 王 一 . 


由 (7. 5) 式 得 
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六 x 一 Lx 一 Pdiag fs)P x0. 
1 


1 
= Pdiag(1 ,2) (和 JP 


XN 
记 Pix9 一 (eds,d,)", 由 于 lim (多) 二 0(i 二 2,…,n) ,所 
以 有 
lim 计 ** = lim Pdiag (1, (ES) » (2) )p2x® 


有 -> 十 oo 和 A 
= Pdiag(1,0,°,0) (c,ds,"*,d,)T 
1 c 
0 ds 
= (Xi,Xs，, Wi 3 
0) ld, 
= 1. 国 
由 (7.11) 式 , 当 上 充分 大 后 
FA 


这 表明 时 间 4 充分 大 后 ,年 龄 分 布 向 量 趋 于 稳定 状态 , 即 各 年 龄 
组 人 数 zf 占 总 人 数 Sap 的 百分比 几乎 等 于 特征 向 量 x, 中 相 


应 分 量 zx; 占 分 量 总 和 了 的 百分比 . 同时 充分 大 后 ,人 口 增长 


率 (24 一 Zz 四 )/zR 趋 于 1 一 1， 或 说 和 人 二 1 时 ,人 口 递增 ;1 过 1 
时 人 口 递 减 ;1 二 1 时 人 口 总 数 稳定 不 变 . 由 式 (7.7) 和 (7.9) 容 易 
得 到 如 下 定理 . 

定理 7.5 工 和 矩阵 的 正 特 征 值 4 一 1 的 充 要 条 件 是 Bi 十 
BB 十 … 十 B,=1. 

记 尺 = 让 十 … 十 8 一 aa 十 oz 记 十 … 十 ab 1 我们 称 尺 为 
净 再 生 ( 繁 殖 ) 率 , 它 表示 每 名 女性 一 生 中 平均 所 生育 的 女 婴 数 . 不 
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难 证 明 :; 当 RR 二 1, 二 1 和 = 一 1 时 ,相应 的 入 这 1, 二 1 和 一 1( 利 用 
(7.7),(7.9) 式 ), 从 而 当 4 充分 大 后 ,它们 分 别 表 示人 口 递增 , 递 


减 和 稳定 不 变 . 
如 例 1 中 工 的 特征 多 项 式 为 
750) 一 | MT 一 工 | 一 和 一 20 = 0， 


得 严格 优势 特征 值 和 :=3/2, 相 应 特征 向 量 xm 一 (1,2/， 
bz /XA?)7 二 (1,1/3,1/18)7, 当 & 充分 大 后 ， ee 
六 一 1 一 50%%; 三 个 年 龄 组 的 动物 头 数 之 比 为 1: : 1/18 或 
18 :6:1, 即 小 于 2 岁 的 占 72%,2~4 岁 的 占 0 岁 的 占 
4%. 

例 2 根据 表 7-2 所 示 的 加 拿 大 1965 年 的 统计 资料 (由 于 之 
50 岁 的 妇女 生育 者 极 少 ,我 们 只 讨论 0 一 50 岁 之 间 的 人 口 增长 
问题 ). 


表 7-2 

年 龄 组 i 年 龄 区 间 di b: 
[0,5) 0. 00000 0. 99651 
2 [5,10) 0. 00024 0. 99820 
3 [10,15》 0. 05861 0. 99802 
4 [15,20) 0. 28608 0. 99729 
5 [20,25) 0. 44791 0. 99694 
6 [25,30) 0.36399 0.99621 
7 [30,35) 0. 22259 0. 99460 
8 [35,40) 0. 10459 0. 99184 
9 [40,45) 0. 02826 0. 98700 
10 L45550》 0.00240 


应 用 数值 方法 ,可 得 矩阵 工 的 严格 优势 特征 值 及 相应 的 特征 
向 量 xi 分 别 为 
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00000 
92594 
85881 
79641 
73800 
68364 | 
63281 
58482 
53897 
49429 

如 果 加 拿 大 妇女 生育 率 和 存活 率 保持 1965 年 的 状况 ,那么 经 
过 较 长 时 间 以 后 ,50 岁 以 内 的 人 口 总 数 每 5 年 将 递增 7. 622% ;由 
特征 向 量 可 算得 各 年 龄 组 人 口 占 总 人 口 的 比例 数 依次 为 13. 79%， 
12.77% ,11. 84% ,10. 98% ,10. 17%, 9. 42%, 8. 72% ,8.06%, 
7.43% ,6. 82%. 


Mi 一 1.07622， x 二 


CPP 


7.2 马尔 可 夫 链 


考虑 一 系列 有 随机 因素 影响 的 试验 ,每 次 试验 结果 出 现 事件 
Si,…,S» 中 的 一 个 且 仅 出 现 一 个 , 称 这 些 S (一 1,…，,m) 为 状 
态 , 出 现 S; 就 称 系统 处 于 S; 状态 .系统 在 每 一 时 刻 所 处 的 状态 是 
随机 的 . 若 下 一 时 刻 的 状态 仅 取决 于 这 一 时 刻 的 状态 和 转移 概率 ， 
与 这 一 时 刻 以 前 的 状态 无 关 , 则 称 此 为 无 后 效 性 ,通俗 地 说 ,将 来 
的 状态 只 与 现在 的 已 知 状态 有 关 ,与 过 去 的 历史 无 关 . 马尔 可 夫 链 
(或 称 马 氏 链 ) 是 时 间 和 状态 都 已 离散 化 的 无 后 效 性 的 随机 过 程 . 
马 氏 链 在 经 济 , 社 会 .生态 和 遗传 等 学 科 中 均 有 广泛 的 应 用 . 

以 zi(n)(n 二 0,1,2,…) 表 示 系 统 在 时 刻 i 处 于 状态 S; 的 概 
率 ,x(n) 二 (x1(n),… ,xn(n))" 称 为 概率 向 量 ,其 中 0x;(n) 志 1 
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且 zi 十 十 Zn《2) 二 1, 以 pi 《i,j 二 1,2,…,m) 表 示 现 时 刻 系 
统 处 于 状态 S; 而 下 一 时 刻 处 于 状态 S; 的 概率 , 称 为 转移 概率 . 称 
P 了 一 (pi )wmxn 为 转移 矩阵 .P 的 每 一 列 的 列 和 都 是 1( 由 于 pi; 之 0， 
我 们 以 后 把 这 样 的 矩阵 了 , 记 作 了 三 0). 根据 无 后 效 性 得 到 马 氏 链 
的 基本 方程 为 

Zi(2 十 1) = pazri(n) it por (nn) parn(n), 


i = 1 ,2 ，… 77。 (7.12) 
用 矩阵 表示 为 
x(n1) = Px(n), 人 
P>0, Dps=1. (7.13) 
t=1 
由 递 推 公式 得 
x(n) = Px(0), C7: 4) 


其 中 x(0) 二 (zx1(0),…,z,(0))7 为 初始 概率 向 量 . 

例 1 某 商 店 销售 某 商品 有 好 销 (Si) 和 不 好 销 (S; ) 两 种 状 
态 , 每 月 观测 一 次 ,已 知 本 月 好 销 而 下 月 不 好 销 的 概率 pzi 二 a, 和 
本 月 不 好 销 下 月 好 销 的 概率 加 ?一 8, 其 中 0<<a,B<1, 若 初始 状态 
为 好 销 ( 或 不 好 销 ) , 问 经 过 7 个 月 后 保持 好 销 的 概率 有 多 大 ? 

解 ”由 列 和 等 于 1 得 到 转移 矩阵 为 

1 一 wa B 
( a 于 -路 
由 1X21 一 P| 二 0 得 特征 值 居 王 1 和 12 一 1 一 xc 一 有 

(1) 车 a,B 不 全 为 0 和 1, 则 |24s | 过 入 二 1.X1,4hs 所 对 应 的 特征 

向 量 分 别 为 x 二 (B,a) xz 二 (1, 一 1)". 取 R==(xi,xs), 则 
RPR = diag(N1 ,Xs), 
其 中 
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于 是 x(n)=P"x(0)=Rdiag(Nh ,A2)R x(0), 


nz- 1)( 人 | 


-st ole) 


汪 直 全 4 


(第 三 个 等 号 成 立 是 因为 z1(0) 十 zx;(0) 二 1), 即 mn 一 co 时 x(n) 趋 
于 一 个 与 x(0) 无 关 的 稳定 值 q, 称 q 为 极限 状态 概率 ,4g 一 
(gi,q2) "有 qi 十 qs 一 1,qi 与 9 分 别 表示 ”ce 时 好 销 和 不 好 销 的 
概率 , 它 完全 由 转移 矩阵 了 决定 . 

(2) 若 一 8 一 0, 则 P==I,x(n) 二 x(0). 


0 1 
(3) 若 a=B==1, 则 p=(, 0)- =1h =—1, lm(—1)" 不 


存在 , 且 
x(0)， 当 n 为 偶数 ， 
Px(0)， 当 ? 为 奇数 . 
定义 7.1 若 存在 某 个 正 整数 N 使 得 P > 盖 0( 即 访 盖 0 对 
ij 一 1,，…，72), 则 称 卫 为 正则 转移 矩阵 . 对 应 的 马 氏 链 称 为 正则 链 . 
定理 7.6 设 P 为 m 阶 正则 转移 矩阵 , 则 


x(n) = P"x(0) = 


limP” = (gq,q,'"*,4g)) 一 @， 人 1 
其 中 g 一 (qq ，…，qn)7, 9 一 1,…，70) 为 正 数 上 且 qi 十 qz 十 … 十 
n= 
证 明 略 . 


矩阵 Q 有 如 下 性 质 : 对 任意 的 概率 向 量 x 一 (zyzz，…zn) ， 
有 


Qx 一 (Zzi)q 一 4. (7.16) 
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定理 7.7 正则 链 存在 唯一 的 极限 状态 概率 向 量 q, 使 得 
PE 一 4. (7.17) 
证 limx(n)=limP "x(0)—=Qx(0)=q. 
由 PP "一 也 "及 limP "一 1imP "1 一 OQ ,得 
POx(0) = Qx(0), 
即 Pq= gq. 

下 证 唯一 性 . 设 r 是 正则 链 的 任 一 极限 状态 概率 向 量 满足 
Pr 一 r, 那 么 Pr 一 r 对 nn 二 1,2,… 成 立 . 取 极 限 ,由 (7. 15),(7. 16) 
及 (7.17) 得 

limP"r =Qr=g=r. 图 

由 (7.17) 式 知 ,对 正则 链 , 其 极限 状态 概率 向 量 q 是 线性 方程 

组 

(I—Px=0 
的 唯一 满足 qi 十 … 十 q, 二 1 的 解 . 即 g 是 和 矩阵 P 对 应 于 特征 值 
Xi 二 1 的 特征 向 量 ,其 各 分 量 和 为 1. 


例 1 中 解 (I 一 P)x 二 0, 得 x 二 (8B,a)7, 取 q— zg) 使 各 


分 量 和 为 1, 即 为 所 求 的 极限 状态 . 

例 2 考察 微量 元 素 磷 在 自然 界 中 的 转移 情况 ,假定 磷 只 分 
布 于 5 (土壤 ) ,s* ( 草 、 羊 、 牛 等 生物 体 ) 
和 ss (上 述 系统 之 外 如 河流 等 ) ,每 月 观 
察 一 次 . 变化 情况 如 图 7. 1 所 示 , 即 土 
壤 中 的 磷 30% 转 移 到 生物 体 ,20% 排 
到 系统 外 ,50% 仍 在 土壤 中 ;生物 体 中 
的 磷 40% 回 到 土壤 中 ,40% 排 出 系统 
外 ,遗留 下 20%. 若 初 始 s,s; ,ss 中 磷 图 7.1 
的 比例 为 0.5 : 0.3 : 0.2, 问 经 过 ?个 
月 后 磷 在 三 种 状态 中 的 分 布 比例 是 多 少 (图 7.1)? 

解 ”初始 概率 向 量 x(0) 王 (0.5,0.3,0.2)7 ,转移 矩 阵 
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055 04 0 
0.3 0.2 0 
0.2 0.4 1 
由 于 pss 二 1, 即 系统 一 旦 进入 状态 s; ,就 不 再 转移 出 去 , 称 % 为 吸 
收 状态 . 

定义 7.2 若 马 氏 链 中 存在 吸收 状态 s;, 妈 ps 一 1, 且 从 每 一 
非 吸 收 状 态 出 发 能 以 正 的 概率 经 有 限 次 转移 达到 某 一 吸收 状态 ， 
则 称 马 氏 链 为 吸收 链 . 它 是 不 同 于 正则 链 的 另 一 类 马 氏 链 . 


村 二 


9 


记 
90 O44 
p,— | ) & 一 (0.2,0.4)， 
053 .0.2 
则 
Pp, 0 
P= (。 . 
为 下 三 角 块 矩阵 ,P* 仍 为 下 三 角 块 阵 , 即 
Rl 
卫 ”一 
玫 “二 


对 任意 的 nEN ,(P")3 一 (P"*)2 一 0, 从 而 卫 "* 冯 0. 所 以 卫 不 是 正 
则 转移 矩阵 . 计算 

Xn) 一 :有 (075 
得 表 7-3. 


一 般 说 ,对 吸收 链 的 m 阶 转移 矩阵 了 可 经 s; 下 标的 重新 排列 


7.3 


表 中 编号 相同 的 生产 企业 和 消耗 企业 是 指 同一 个 企业 . 如 “1” 
号 表示 煤矿 2? 号 表示 电厂 ,ca 表示 煤矿 生产 单位 产值 需要 直接 
消耗 电厂 的 产值 数 ,cz 表示 电厂 生产 单位 产值 需要 直接 消耗 自身 
的 产值 数 ( 即 厂 用 电 的 消耗 数 ) ,qd 表示 系统 外 部 对 电厂 产值 的 需 
求 量 ( 即 所 需 发 电量 的 值 ), zs 表示 电厂 的 总 产值 ( 即 总 发 电量 
的 值 ). 

根据 上 面 的 假设 ,从 第 i 行 看 ,第 i 个 企业 分 配给 系统 内 各 企 
业 生 产 性 消耗 的 产值 数 为 

Ce on We ee 

提供 给 系统 外 部 的 产值 数 为 d;, 这 两 部 分 之 和 就 是 第 i 个 企业 的 
总 产值 z;. 于 是 可 得 分 配 平衡 方程 组 


zi = (Peszi)t adi, i= 1,2,%n. (7.18) 
i=1 
记 
Cl C12 C1 i di 
站 志 Cal C22 C2n a 和 证 刁 ds; 
Cm Cn "Cnn Tn d, 
C7 其》 


称 C 为 直接 消耗 系数 矩阵 ;C 宇 0( 即 Cs 宇 0Yij 二 1,2,…,n), 称 
之 为 非 负 和 矩 阵 ; 称 x 为 生产 向 量 ;x 之 0( 即 zx; 之 0,i 王 1,…,n) , 称 之 
为 非 负 向 量 ; 称 4 为 外 部 需求 向 量 ,4 之 0. 于 是 (7. 18) 可 表示 成 抢 
阵 形式 

xx 一 Cx 十 d， (7.20) 
或 

(I—Ox= 4d, (7.21) 
(7. 20) 或 (7. 21) 式 是 投入 产 出 数学 模型 之 一 . 

例 1 某 经 济 系统 有 三 个 企业 : 煤矿 、 电 厂 和 铁路 . 设 在 一 年 

内 ,企业 之 间 直 接 消耗 系数 及 外 部 对 各 企业 产值 需求 量 如 表 7-5. 
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中 ,各 部 门 (企业 ) 既 是 生产 者 又 是 消耗 者 ,生产 的 产品 提供 给 系统 
内 各 部 门 和 系统 外 部 (包括 出 口 等 ) 的 需求 ;消耗 系统 内 各 部 门 ( 企 
业 ) 提 供 的 产品 如 原材料 .设备 .运输 和 能 源 等 ,此 外 还 有 人 力 消 
耗 . 消耗 的 目的 是 为 了 生产 ,生产 的 结果 必然 要 创造 新 的 价值 ,以 
用 于 支付 劳动 者 的 报酬 \ 缴 付 税金 和 获取 合理 的 利润 . 显然 ,对 每 
个 部 门 (企业 ) 来 讲 , 在 物资 方面 的 消耗 和 新 创造 的 价值 ,等 于 它 的 
总 产品 的 价值 . 这 就 是 “投入 ”与 “ 产 出 ”之 间 的 总 的 平衡 关系 . 

这 里 我 们 只 讨论 价值 型 投入 产 出 数学 模型 ,投入 和 产 出 都 用 
货币 数值 来 度量 . 


7.3.1 ”分配 平衡 方程 组 


首先 考虑 一 个 系统 内 部 各 部 门 的 产品 的 产销 (包括 内 销 和 外 
销 ) 平 衡 或 分 配 平 衡 . 

设 某 个 经 济 系统 由 了 个 企业 所 组 成 ,并 用 ， 

Ti 表示 第 i 个 企业 的 总 产值 ,zx; 宇 0; 

d; 表示 系统 外 部 对 第 i 个 企业 的 产值 的 需求 量 ,4 二 0; 

;表示 第 j 个 企业 生产 单位 产值 需要 消耗 第 i 个 企业 的 产值 
数 , 称 为 第 j 个 企业 对 第 ; 个 企业 的 直接 消耗 系数 ,cy 关 0. 

为 了 帮助 理解 rd,cr 的 含义 及 系统 内 外 的 相互 关系 ,我 们 
列 出 表 7-4. 
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表 中 编号 相同 的 生产 企业 和 消耗 企业 是 指 同一 个 企业 . 如 “1” 
号 表示 煤矿 ,“2” 号 表示 电厂 ,cz 表示 煤矿 生产 单位 产值 需要 直接 
消耗 电厂 的 产值 数 ,cz: 表 示 电 厂 生 产 单位 产值 需要 直接 消耗 自身 
的 产值 数 ( 即 厂 用 电 的 消耗 数 ) ,qd 表示 系统 外 部 对 电厂 产值 的 需 
求 量 ( 即 所 需 发 电量 的 值 ),z* 表示 电厂 的 总 产值 ( 即 总 发 电量 
的 值 ). 

根据 上 面 的 假设 ,从 第 i 行 看 ,第 i 个 企业 分 配给 系统 内 各 企 
业 生 产 性 消耗 的 产值 数 为 

CaXi 十 CzXxz 十 十 CinTn. 

提供 给 系统 外 部 的 产值 数 为 d;, 这 两 部 分 之 和 就 是 第 i 个 企业 的 
总 产值 x;. 于 是 可 得 分 配 平 衡 方 程 组 


Ti= (Deszi)t di, i=1,2,%n. (7.18) 
j=1 
记 
Sa Cl Cm Xl di 
究 “0 Con ds 
C= 21 22 2 站. 型 宕 Xs = 

Ga SE 2 d, 

(7, 193 


称 C 为 直接 消耗 系数 矩阵 ;C 记 0( 即 c; 宇 0 Yi,j 二 1,2,…,n), 称 
之 为 非 负 和 矩阵 ; 称 x 为 生产 向 量 ;x 之 0( 即 xz; 之 0,i 二 1,…,n) , 称 之 
为 非 负 向 量 ; 称 4 为 外 部 需求 向 量 ,4d 关 0. 于 是 (7. 18) 可 表示 成 矩 
阵 形式 

XxY 一 Cx 十 d， (7:20) 
或 

(I—Ox=d, 《75217 
(7. 20) 或 (7.21) 式 是 投入 产 出 数学 模型 之 一 . 

例 1 某 经济 系 统 有 三 个 企业 : 煤矿 .电厂 和 铁路 . 设 在 一 年 

内 ,企业 之 间 直 接 消耗 系数 及 外 部 对 各 企业 产值 需求 量 如 表 7-5. 
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消耗 企业 


外 部 需求 | 总 产值 
煤矿 | 电厂 | 铁路 | 

0 0. 65 0. 55 50000 Zl 
0.25 0.05 0.10 25000 2 

0. 25 0.05 0 0 Xs 


为 使 各 企业 产值 与 系统 内 外 需求 平衡 ,各 企业 一 年 内 总 产值 x， 
Za ,Ts 应 为 多 少 ? 

解 根据 已 知 条件 , 直 接 消耗 系数 矩阵 C, 外 部 需求 向 量 d， 
生产 向 量 x 分 别 为 


0 0.65 0.55 50000 二 
C= |0.25 0.05 0.10|, d= |25000|, x= |zl. 
0.25 0.05 0 0 zs 
代入 (7.21) 式 ,得 
1.00 一 0.65 —0.55] fz1) 150000 
—0.25 0.95 —0.10||z;|= |25000|, 
—0.25 一 0.05 1.00) [zx; 0 
其 中 系数 矩阵 I 一 C 是 可 逆 的 , 且 (I 一 C) ! 放 0, 求 解 得 
i 756 542 4701 [50000] [120087 
es -3 220 690 中 25000 | 二 eol| 
全 200 170 630 0 28330 


7.3.2 消耗 平衡 方程 组 


这 里 考虑 系统 内 各 部 门 (企业 ) 的 总 产值 与 新 创造 的 价值 ( 净 
产值 ) 和 内 部 的 生产 性 消耗 之 间 的 平衡 .已 知 某 系统 的 直接 消耗 系 
数 和 矩阵 Cu 由 C 可知, 第 7 个 企业 生产 产值 zx, 需要 消耗 自身 和 
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其 他 企业 的 产值 数 ( 如 原材料 .运输 ,能源 、 设 备 等 方面 的 生产 性 消 
耗 ) 为 
ty ey tt en 
如 果 生 产 产值 x; 所 获得 的 净 产 值 为 z;, 则 
Zi = Cyr; cyrit tt cyzit Zi, 
即 
一 人 于 一 127 (7.22) 
方程 组 (7. 22) 称 为 消耗 平衡 方程 组 . (7. 22) 式 可 写成 
C= =z, j= 1,2,.,n. (7. 23) 
记 
D= din Dea Da Die; (7.24) 
县; (2 i" 
D 称 为 企业 消耗 矩阵 ,z 称 为 净 产 值 向 量 . 于 是 (7. 22),(7. 23) 式 
可 分 别 写成 矩阵 形式 
X 一 Dr 十 zx， (7. 25) 
和 (I—D)x= 1z. (7.26) 
(7.25) 或 (7.26) 式 是 投入 产 出 数学 模型 之 二 . 它 揭示 了 经 济 系统 
的 生产 向 量 x, 净 产值 向 量 z 与 企业 消耗 矩阵 DD 之 间 的 关系 . 
由 (7.18) 式 和 (7. 22) 式 可 得 
2 一 之 [(2oz) 上 4 一 [2 )+ts], 
即 


2 2 yi + Dd. - DZ, + 2 
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Ws (7.27) 
(7. 27) 式 表明 : 系统 外 部 对 各 企业 产值 的 需求 量 总 和 ,等 于 
系统 内 部 各 企业 净 产 值 之 总 和 ， 


7.3.3 分配 和 消耗 平衡 方程 组 的 解 


在 消耗 平衡 方程 组 中 ,显然 有 
zi>0, zi>0, j=1,2,n. [9 
于 是 由 (7.23) 式 可 知 , 企 业 之 间 的 直接 消耗 系数 具有 性 质 
Di j = 1,2,° sn. (7.29) 
于 是 又 有 
0<o 1, ij=1,2,%n. (7. 30) 


因此 I 一 Ddiag(1 一 di ,1 一 ds,…,1 一 4,)( 其 中 4 一 >)cy 由 
is=l 


(7.24) 式 给 出 ,j= 二 1,…,n), 由 1 一 4d; 之 0(i 二 1,2,…,n) 得 I 一 D 
可 道 , 且 (I 一 D) 1 之 0. 由 (7.26) 式 得 

x= (I—D) iz. (7.31) 

由 (7.29),(7. 30) 式 知 ,C 的 所 有 特征 值 的 模 小 于 1( 见 定理 

5.3), 所 以 I 一 C 可 逆 ( 否 则 ,4 三 1 是 C 的 一 个 特征 值 ), 即 分 配 平 
衡 方 程 组 (I 一 C)x 二 d 有 和 解 

x= (I— Ond. 《7.327 
由 ,lim.C 一 0( 其 证 明 要 用 附录 中 的 约 当 标准 形 ) 及 等 式 

(一 CGI 二 C++C: 十 … 十 C 生 ) 一 工 一 CC 一 工 (一 十 co) 


知 > )C' 收 钱 , 且 


(一 C) 一 Sc: 0， 
即 (7. 32) 是 平衡 方程 组 的 唯一 非 负 解 
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实际 问题 中 求 平 衡 方程 组 的 解 一 般 采 用 和 迭代 法 (此 法 在 计算 
方法 课 中 将 详细 介绍 ), 当 ? 较 小 时 也 可 以 用 高 斯 消 元 法 . 


7.4 ”图 的 邻接 矩阵 


设 V 二 {vw ,…,v,} 是 顶点 集 , 称 顶点 闻 的 有 序 对 (vi ,wj) 为 弧 ， 
以 A 表示 弧 的 集合 , 则 称 G 二 (V,A) 为 图 . 如 5 个 球 队 之 间 的 比赛 
情况 可 以 由 图 7. 2 表示 , 其 中 弧 
(visvj) 表 示 vi 队 胜 于 wv; 队 . 若 两 
点 之 间 存 在 一 条 弧 , 则 称 这 两 点 相 内 vw, 
邻 . 称 vivs…vi 为 长 为 一 1 的 路 ， 
若 其 中 任 两 个 顶点 互 异 , 且 (vii， 
vi)EA(i 二 2,…,k). 如 图 7.2 中 的 
vvsviv2vs 为 长 为 4 的 路 . 称 wv 为 及 
起 点 ,vi 为 终点 , 称 起 终点 重合 的 图 7.2 
路 为 回路 ,如 图 72 中 V1 U2 9 Us 9 UL 
是 长 为 3 的 回路 . 若 vi sv 之 间 存 在 一 条 路 ( 记 为 DI UE 路 ), 则 称 
vi 与 v 点 连通 ,任意 两 点 均 连 通 的 图 称 为 连通 图 . 

一 个 图 可 以 用 一 个 矩阵 来 表示 . 称 M 一 (oa ) wx* 为 图 G 一 
(V,A) 的 邻接 矩阵 , 若 


= 人 (viv;) EA， 他 39) 
“0o， 否则 . | 
如 图 7.2 的 邻接 矩阵 为 

0 .11900 

(We WL 

M=|0 0 0 0 0|, 
1 
次 人 
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第 i 行 的 行 和 表示 以 vi 为 起 点 的 弧 的 数目 ,如 w ( 行 和 为 3) 胜 3 
场 ;第 j 列 的 列 和 表示 以 wv; 为 终点 的 弧 数 ,如 vs ( 列 和 为 2) 负 2 
场 . 图 7.2 中 表示 的 竞赛 ,v ,vw 均 胜 3 个 队 , 如 何 判 断 哪 个 队 为 冠 
军 呢 ? 需要 再 计算 “间接 胜 ” 的 球 队 . 如 甲 队 胜 乙 队 , 乙 队 又 胜 丙 
队 , 则 称 甲 队 间接 胜 两 队 . 即 若 v 一 v; 之 间 存 在 长 为 的 路 (之 
2) 就 称 v; 间接 胜 于 vj. 求 v; 到 vw; 长 为 2 的 路 的 数目 , 即 求 


aaai 十 azazij 十 … 十 ainaw 一 Dds (7. 34) 
k=1 


定理 7.8 设 M=(aj),y; 为 图 G 二 (V,A) 的 邻接 和 矩阵, 则 MM 
的 第 (i, 站 元 是 v; 到 wv; 的 长 为 的 路 的 数目 . 

证 ”对 归纳 ,二 2 成 立 ( 见 (7. 34)). 

设 Mr 的 第 (i, 丫 元 M2); 是 v; 到 的 长 为 的 路 的 数目 , 则 
由 M*+1 一 MIM , 即 有 


(Ms = DM My, 
l=1 


其 中 MD; = 二 a 是 vi 到 vj 的 长 为 | 的 路 的 数目 ,所 以 和 式 中 每 项 
表示 从 vi 到 vi 再 从 vi 到 wv; 的 长 为 十 1 的 路 的 数目 ,对 所 有 的 / 
求 和 得 到 从 wv; 到 vw; 的 长 为 十 1 的 路 的 数目 . 所 以 定理 对 十 1 
成 立 . 图 

例 1 5 个 球 队 的 单 循 环 赛 ,比赛 结果 如 图 7. 2 所 示 , 试 排出 
5 个 球 队 的 名 次 . 

解 ” 若 行 和 最 大 的 是 vi, 则 vw 队 胜 ,由 于 wv ,wv 同时 具有 行 和 
等 于 3, 所 以 再 计算 M? 和 M+M”. 


0 好 -出 直 (0 2 
2 六 人 1 2 i 8 1 2 
M:=|0 00 0 0; M+M:=|I0 0 0 0 0|， 
Td 0 2 1 3 0 1 
0 于， 和 症 太 0 1 汪 公鸡 
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CM 二 AM2); 表 示 到 v; 的 路 长 2 的 路 的 数目 , 即 w 直接 和 间接 
(4 二 2) 打 败 w 的 场 数 . M 十 M ”中行 和 最 大 的 是 第 2 行 (为 8) ,所 
以 判 w 队 为 冠军 , 同 理 w 队 为 亚军 ,mm ,mm ,vw 分 别 为 第 三 、 四 、 
五 名 . 

若 [M+M? 中 仍 存在 行 和 相等 的 若干 行 , 则 再 计算 M 十 
M: 十 Ms ,依次 类 推 . 

称 和 矩阵 二 (py ), ,为 可 达到 矩阵 , 若 

| 
如 “1 0, 不 存在 内 到 的 路 . 

由 于 wi,v 中 若 存在 路 ,其 路 长 必 不 超过 mm 因此 ,计算 肪 一 M 十 
M 十 … 十 M", 将 B, 中 非 零 元 素 均 改 为 1 即 得 到 可 达到 矩阵 也 ， 
若 是 元 素 全 为 1 的 矩阵 , 则 G 中 任 两 点 连通 , 即 G 为 连通 图 . 


你 :35 


例 2 设 4 个 城市 vv,v,v,v 有 Ul 
航班 如 图 7. 3 所 示 , 问 从 任 一 个 城市 起 
飞 ,可 否 达 到 其 余 3 个 城市 ? 
解 图 的 邻接 矩阵 为 加 
0 1 0 0 
G6, 0 1 1 让 
M 一 
0 图 7.3 
1 0 0 0 
计算 M?,M?,M!: 和 M+M’ 十 M? 十 M :一 B, 及 P 了 如 下 : 
了 2 OT 1 区 了 
2 汪 全 天 3 六 和 将 2 六 流入 
M’= ,MT3 = ,M+ = 
ii 省 刺 也 1 3 了 3 
0 1 0 0 sm 2 1 1 
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3 4 2 3 ee He 

5 5 4 6 上 时 1 
B, = ， P= 

7 7 EL 

:0 Ll 


所 以 ,图 G 为 连通 图 ,从 任 一 城市 起 飞 可 到 达 其 余 的 城市 . (B,)， 
表示 从 vi 到 vw) 的 航线 数目 ,如 (Bi)1 二 3 表示 从 mm 起 航 返 回 v 
有 三 条 航线 ;vivivivi ,vivov31， wivzvsvuvi. 路 长 为 3 的 两 条 
COM 一 2) ,路 长 为 4 的 一 条 (CM )1 王 1). 


7.5 递 推 关系 式 的 矩阵 解法 


利用 矩阵 对 角 化 的 方法 可 以 解 某 些 递 推 关 系 式 . 例如 著名 的 
翡 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 
{F): 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,… 满足 
Fizs 一 Fi 十 Fe (CR 一 0,1,2,…)， @ 
其 中 下 =0, 下 ==1. 
QO@ 式 是 一 个 差分 方程 ,现在 我 们 用 和 矩阵 的 工具 来 求 数列 的 通 
项 .根据 
{BT i le, 


即 Qt 一 Am; (k= 0,1,2,.…),， © 


其 中 
人 
由 @ 式 递 推 可 得 
Qi — A‘go, k=1,2,.. 图 


于 是 求 F; 的 问题 就 归结 为 求 wx ,也 就 是 求 4 的 问题 . 
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) 一 1 一 1 
由 -4I-| 和 | -一 ao, 得 的 竺 人 


et a @ 


相应 于 ja ,4z 的 特征 向 量 分 别 为 
pb 


取 
Ai As 
P= (x,x:) 一 » 
| 
1 一 和 
1 2 
| 了 一 = 一 一 -一 上 
网 er 
于 是 就 有 P-14P 一 diag(C ,Xs) 和 
AM 0 1 fA 一 2) 针 
44 一 卫 as 
6 小 和 一 0 对 一 对 A1A8 一 AzA4 
ktl __ k+l 
a i 
F, 0】 和 一 和 | 对 一 答 
将 @ 式 代入 @@ 式 得 
ee a ee | 
F 2 2 ) ( ) “ © 


对 于 任何 正 整 数 &, 由 @@ 式 求 得 的 Fi 都 是 正 整 数 ,这 可 能 出 乎 人 
们 的 预料 ,然而 这 是 准确 无 误 的 . 
记 


则 
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& 一 偶数 . 


一 


Be 0. 618 二 1, 所 以 0<n< 雯 . 因此 由 @ 式 可 知 ,FF 
( 堵 虚 ) 所 最 接近 的 正 整数 . 例如 , 当 & 一 19,20 时 ， 


( 


| 
是 等 于 后 

全 L145) ~ 999964， 天 一 19， 

六 2 6765.000052， 二 20， 
得 到 所 ,二 4181, Fa 一 6765( 利 用 @ 式 可 验算 结果 是 正确 的 ). 

当天 很 大 时 ,| | (0.618)*<1 ,此 时 
Fa/Fe ML/ 一 入 @ 
x 1.618, 
或 
Fi/Fm~ 直 =| 同 | @ 


2 0. 618， 


例 某 君 举 步 上 高 楼 ,每 跨 一 次 或 上 一 个 台阶 或 上 两 个 台阶 ， 
若 要 上 ?个 台阶 , 问 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
设 登 上 个 台阶 的 不 同方 式 数 为 下 ,, 则 显然 有 五 一 1 


解 台 
〈 即 登 上 一 个 台阶 具有 一 种 方式 ),F 一 2( 即 登 上 两 个 台阶 有 两 种 
7 一 3,4，…. 和 


方式 )， 
有 二 二 有 
(因为 在 登 上 nn 个 台阶 的 所 有 方式 中 , 跨 第 一 步 只 有 两 种 可 能 : 


| 
GD 第 一 步 跨 一 个 台阶 ,后 面 登 2 一 1 个 台阶 的 方式 有 Fi 个 ; 


个 
(ii 第 一 步 跨 二 个 台阶 ,后 面 登 xz 一 2 个 台阶 的 方式 有 下 :个 ). 
这 里 再 定义 玉 王 1, 即 wm 一 CF Fo) 一 (1,1) , 则 用 式 也 可 
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表示 为 @ 式 ,同样 得 到 
Qi = A‘go, k=1,2,3,. 

此 时 上 台阶 的 方式 数 下 为 (n 从 0 开始): 1,1,2,3,5,8,13， 
21,34,…，, 它 也 是 斐 波 那 契 数 列 . 所 不 同 的 是 ,前 面 的 户 二 1， 
下 二 1,F 一 2, 一 3,… ,而 这 里 的 访 二 1,F; 一 2,Fs 王 3, 

如 果 某 君 住 二 层 楼 上 (共有 18 个 台阶 ), 则 上 楼 的 方式 共有 
Fas 一 4181 种 (相当 于 前 面 的 Pis). 因此 ,如 果 某 君 每 天 以 一 种 方 
式 上 楼 ,那么 他 可 以 在 11. 45 年 内 ,每 天 都 以 不 同 的 方式 上 楼 . 


7.6 和 拖 阵 在 求解 常 系数 线性 微分 
方程 组 中 的 应 用 


7.6.1 矩阵 函数 的 微分 与 积分 (简介 ) 


设 AQ) 二 (aj (2)),xn, 若 4 的 每 个 元 素 aj() (wo 或 :>00) 
的 极限 存在 , 则 称 A(2) 的 极限 存在 , 且 
lim A(z) = (limas (2)) wn. 
若 ai 《可 微 (i==1,… ,m3j 二 1,… ,四 , 则 称 AC(2) 可 微 , 且 
d da (1) 
ED 一 (2 
若 每 一 元 素 ay Q 在 [t,ts] 上 可 积 , 则 称 AC2) 在 [4 ,ts] 上 可 积 , 且 
| aodu (oa), 
et emis 如 由 


a T+ 二 于 十 
nl! 


有 


一 了 十 A 十 站 和 十 … 十 十 A" 十 …， (7.36) 
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及 ea 一 工 -| 4 人 十 序 C47 上 Es 二 A) Faw 


是 (ea) 一 AttA? 十 … 十 a 


Wm 
C= 1 
即 

号 Ce”) = en, (7. 38) 
这 里 矩阵 指数 函数 e*,e“ 的 定义 及 其 导数 与 微 积 分 中 有 关内 容 是 
类 似 的 ， 


7.6.2 一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 的 矩阵 解法 


将 常 系数 线性 微分 方程 组 
a = anu aww tanun, 
de 2 十 azzzs 二"** 十 a2nd 
dt 21U1 22 U2 2nUny (7. 39) 
dus _ 中 dd 
dz 一 QnuUl Qn2 U2 QnnUn. 
写成 矩阵 形式 为 
du __ 
党 二 Au, (7.40) 


其 中 zx (Ca yz az)7, 4 一 (ai)wx 为 系数 矩阵 . 令 (7. 40) 式 的 
解 为 

下 一 etx， (7. 41) 
即 (za = (Tis Ts Ta) 

将 (7.41) 式 代入 (7. 40) 式 得 
Jeix = Ae'x = e'Ax, 

化 简 得 Ax 二 Xx, 即 (7.41) 式 中 4 为 4 的 特征 值 ,x 为 X* 对 应 的 特 
征 向 量 ,车 A 可 对 角 化 , 则 存在 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 xi， 
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xz, 于 是 得 到 (7. 40) 式 的 二 个 线性 无 关 的 特 解 
Ui = ex Us 一 et Us = eX,. 
它们 的 线性 组 合 
下 一 clencxil 十 caeiztxs 十 … 十 cue (7. 42) 
(其 中 cl ,cs ，…c* 为 任意 常数 ) 为 (7. 39) 式 的 一 般 解 ,将 (7. 42) 式 
改写 成 矩阵 形式 


a Cl 
elz 总 
U = (Xi Xe yxXn) 机 WE 
er | lc 
i t 


记 c==(c1ycs "yc,)! ,et =diag(en',eY’,. ,em’), P= (xi ,Xs, 


x;) ,; 则 (7. 39) 式 或 (7. 40) 式 有 一 般 解 


u = Pe'4c. (7. 43) 
对 于 初 值 问题 
dr 
本 A » 
. (7.44) 
u | = Wo. 
解 为 


u = Pe'4P lu, (7.45) 

因为 :z=0 代入 (7.43) 式 得 c= 二 P tw. 

例 1 如 图 7.4 所 示 电 阻 . 电 容 线路 图 ,已 知 Ri 一 3,R; 一 
2( 单 位 为 0) ,Ci 一 1,C? 一 2( 单 位 为 了 ), 开 关 合 上 时 ,容器 C1 上 初 
始 电压 为 11V ,右边 闭合 回路 的 初始 电流 和 Cs 上 的 初始 电压 全 为 
0. 试 求 : 开关 闭合 后 两 个 电容 器 上 的 电压 wu, 和 ws 与 时 间 t 的 函 
数 关系 , 即 求 w(t) 和 ws (2). 

解 由 物理 学 的 知识 可 知 , 电 容器 两 端 电流 与 电压 的 关系 为 


到 di dz 号 dus _ ,dus 
Tg UY 
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图 7.4 


根据 基 尔 霍 夫 定律 ,容易 列 出 两 个 回路 的 电压 方程 


dz dz \、 
ul +3( 窜 一 2 本 )= i: 
dus dus du\ 
把 它 化 成 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 的 标准 形式 
i 
dt 6 2 
dx __1 1 中 
PR 
初始 条 件 为 wu(0) = 11, w,(0)=0. @ 
以 和 矩阵 表示 四 ,@ 即 得 
du __ 
| = Au,， @ 
u |,-o = mm = CllaQ) ss 


其 中 


ES | 
—1/4 —1/4/ 
先 求 特征 值 和 特征 向 量 . 由 |M 一 4| 一 0, 得 入 
一 1/12, 对 应 的 特征 向 量 为 训 二 (3,1)7,xs 二 (2, 一 3)7， 
es = diag(e ve), P= Cesr). 


由 (7. 45) 式 得 初 值 问题 加 的 解 为 


7.6 甜 阵 在 求解 常 系数 线性 微分 方程 组 中 
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u = Pe’*P iu,, 


即 
al rl 
bo 
为 所 求解 . 
例 2 解 线性 常 系数 微分 方程 组 
dn = wi mis 
dz 
各 一 一 4zl 十 5zz， 
糙 = Zi 二 2zs 


已 知 初始 值 为 : zi(0) 一 1,zz(0) 1,zs(0) 一 2. 
解 ”本 题 的 初 值 问题 为 


dx _ 
(和 


0 = 


其 中 
了 汪 克 
A=|—4 5 0|. 
1 0 区 
利用 附录 B 中 提供 的 方法 ,可 得 4 的 约 当 标 准 形 , 即 有 可 逆 
矩阵 
a 
P= | 多 中， 
| 
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2 0 0 
PAP=J=|0 3 ‘| 
和， 
根据 (7. 45) 式 ,该 初 值 问题 的 解 为 
x = Pe'7P-xo， (OY 
其 中 
+ 二 + @ 
2 人 迎 | 生 人 0 
"= |0 3 | =|0 3 3Cl|. 四 
0 0 总 QO， 六 3” 
将 @ 式 代入 @ 式 ,得 
e: 0 0 
e7 一 |0 时 “| 由 
0 人 训 


再 将 @ 式 及 P,P ,xz 代入 四 式 , 得 


wr G2) 0 1 21fe 0 01][/—3 由 十 
总 | 大 | 三 | 和 | ee 5 一 2 0|| 一 1 
za (2) 1 2 1 2 


(1 — 3t) es 
过 oe | 
—2e: 二 (4— 32)e: 
7.7 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 
非 齐 次 线性 方程 组 


Daiz; =b (= 1,2,°,n), (7.46) 
j=1 
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或 A 
当 r(A4,b) 隆 r(4) 时 称 为 不 相 容 线性 方程 组 ,在 通常 意义 下 无 解 ， 
即 对 任意 的 x,x1, 均 有 4x 天 六 ,因此 ‖ 4x 一 b | 二 0, 其 中 Ax 一 b | 
表示 nn 维 向 量 Ax 一 b 的 模 . 现在 ,我 们 要 求 找 x, 使 得 上 Ax 一 b | 
达到 最 小 ,或 使 
| 5 一 4xz | 2 eri) 

达到 最 小 ,并 称 这 样 的 x 为 不 相 容 线性 方程 组 (7. 46) 的 最 小 二 乘 
解 . 为 求 最 小 二 乘 解 ,我 们 先 给 出 有 关 向 量 在 子 空间 上 的 投影 和 向 
量 到 子 空间 的 垂直 距离 的 概念 . 

定义 7.3 设 c,pPER*, 称 dx, 及 = | ax 一 有 | 为 ec 与 太 之 间 
的 距离 . 若 wx 一 (aaz，…ao)7 ,8 一 (0 0) , 则 
dla,P)= | wx 一 有 | 

一 Wai 一 页 和 三 十 (as 一 成 生 十 … 十 (as 一 六 (7. 47) 

读者 不 难 证 明 ,这 样 定义 的 距离 ,满足 三 条 基本 性 质 ， 

(Ci do 有) 一 dp,a). 

(ii) dq(a, 户 宇 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 zx 一 及 (7. 48) 

(ii) dx, 有 sd(c,y) 十 dy 有 (三 角 不 等 式 ). 

定义 7.4 设 gER",W 为 R "的 子 空间 , 若 BEW, 且 (0 一 
BLW, 则 称 B 为 a 在 W 上 的 投影 . 记 作 (oe)w 二 PB, 称 上 a 一 Pe 为 
0 到 W 的 垂直 距离 . 

定义 7.4 在 三 维 儿 何 空 间 中 的 几何 意义 如 图 7.5, 图 7.6 所 
示 ( 图 中 Wi 是 及 :的 一 维 子 空间 , 驳 , 是 二 维 子 空间 ). 

向 量 在 子 空间 上 的 投影 是 唯一 的 . 这 是 因为 ,如 果 记 ,如是 多 
在 子 空间 WW 上 的 两 个 投影 , 则 (一 及 ) | W, (a 一 忆 ) LW, 因 此 ， 
对 于 任意 的 YE 砚 , 有 (ac 一 户 ,7) 一 (wx 一 应 ,7Y) 一 0, 于 是 

(及 ,7) = (Bp,,Y), 


即 
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(PB 一 户 ,7) 一 0. 
由 于 上 式 对 任意 的 YEW 都 成 立 , 所 以 及 一 记 ( 如 果 及 天 及， 
上 式 对 于 7 二 记 一 PEW, 就 不 成 立 ). 


图 7.5 半 36 


设 Asx; 二 《0102 0) ,R(A) 二 L(t ,G2,…,0;) 为 4 的 列 
空间 ,显然 


PE R(ASGP= ra: = Ax. 
i=1 


定理 7.9 设 b€ER",b 在 R(A) 上 的 投影 (bp)row 一 Ax”*, 则 
x* 是 线性 方程 组 4T4x 一 4ID 的 解 . 
证 由 于 (b 一 Ax*)|R(4), 所 以 对 R(A) 中 的 任意 向 量 
Pp 二 Ax, 有 (b 一 Ax* ) | Ax, 即 
(Ax,b—Ax*)=0, 


即 (Ax)T(p—Ax')=x'A' Tb—Axr')= 0. 
由 x 的 任意 性 ,有 A (bp 一 Ax* ) 二 0, 即 x* 是 A 4x 一 470 的 解 . 国 
我 们 把 线性 方程 组 
ATAx = A'™h, (7.49) 
称 为 正规 方程 . 


定理 7.10 (Gi) 若 r(4,wx,) 二 s, 则 (7.49) 式 有 唯一 解 . 
(ii) 若 r(C4)<s, 则 (7. 49) 式 有 无 穷 多 解 . 
证 (iD 4I4 是 * 阶 矩 阵 , 根 据 r(4I4) 一 r(4) 一 5( 见 第 3. 4 
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节 例 4), 所 以 正规 方程 有 唯一 解 , 且 解 为 


x* 一 (ATA)-1ATDh. (7.50) 
(ii) 只 需 证 明 ; r(C4T4,47D) 一 rC4T74)( 留 作 练习 ). 国 
推论 若 r(C4)= 一 *, 则 
(bp 一 4Ax* = A(ATA) 1AT™h = Pb, (7.51) 
其 中 
P= A(ATA) AT 
称 为 投影 矩阵 , 己 满 足 : 
(i) 亚 一 PCP 是 寡 等 矩阵 ) ; (ii) PT 一 PCP 是 对 称 和 矩阵 ). 
(证 明 留 作 练 习 ). 


定理 7.11 当 r(4,x,) 二 s 时 ,不 相 容 线 性 方程 组 Ax 二 b 的 最 
小 二 乘 解 x* 是 正规 方程 (7. 49) 的 解 , 即 x* 一 (4T4)-147D. 

证 最 小 二 乘 解 x" 满足 :对 一 切 xER'， 

bp—Ax*|| < lb—Ax|. (7.52) 

由 于 Ax* ,AxER(A), 当 Ax* 二 (b)rw 时 , 即 (b 一 Ax* ) | R(A)， 
上 5b 一 Ax" | 是 b 到 R(A4) 的 垂直 距离 ,满足 (7. 52) 式 ,由 定理 7.9， 
x" 是 正规 方程 的 解 . 国 

例 弹 自在 弹性 限度 内 的 伸 长 xz 与 所 受 的 拉力 y 满足 关 
系 式 


yy 一 4 十 DZ 中 
试 由 下 列 数据 ,确定 弹性 系数 5. 
zj/em | 2.6 3.0 3.5 4.3 
yi/N | 0 J 2 3 
解 将 表格 数据 代入 中 式 得 
4 十 2.60 一 0， 
4 十 3.00 一 1， @® 
a 十 3.56 二 2， 


4 十 4.30 一 3. 


记 作 4x 一 多 
1 2.6 0 
有 a 1 
其 中 | ss ==(); ?7” |?| 
1 4.3 3 
@ 式 是 不 相 容 线性 方程 组 ,其 最 小 二 乘 解 为 
x* 一 (474)-14Ty， @ 
1 2.6 


其 中 474= ( 


1 J 1 1 i 3.0 
2.6 3.0 3.5 4.3/|1 3.5 


国有 
= (。 | 
13.4 46.5 广 
有 1 46.5 一 13.4 6 
oo 十 ) 人 
6. 44\— 13.4 4 了? \22.9 


代入 @ 式 得 


N (”) 全 4. | 
x* = 一 5 
bo 1 739 


所 以 弹 得 的 弹性 系数 5 二 6 二 1.739 牛顿 /厘米 . 


欲 将 实验 获得 的 一 批 数 据 (z;,y;) (i 二 1,2,…,n) 拟 合 于 一 条 


1 线 ,以 求 得 x,y 之 间 的 一 个 函数 y 二 f(x), 常 采用 最 小 二 乘 解 


法 ,一 般 步 又 如 下 ， 


(DD 将 实验 数据 点 (zxi,yi;) ,i 二 1,2,…,n, 逐 个 描 在 坐标 纸 上 ， 


根据 点 的 分 布 状况 ,判断 z,y 间 的 函数 类 型 . 例如 :图 7.7 的 情 
况 , 可 将 实验 数据 点 拟 合 于 一 条 直线 y 二 a 十 bz; 图 7.8 的 情况 ,可 
拟 合 于 一 条 三 次 曲线 > 一 a 十 6z 十 cz 十 da. 


(iD 将 实验 数据 代入 选 定 的 函数 关系 ,得 到 一 个 非 齐 次 线性 


方程 组 , 例如 , 选 y 二 f(z) 是 m 次 多 项 式 
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yy 二 a 二 az 二 asr’ 十 "十 anz”， 


图 “杀人 疏 图 7.8 


代入 实验 数据 (zi,y;) (i 二 1,2,… ,nn) 得 线性 方程 组 


Ax = y, 7: 53 
1 将 ao 多 
1 
其 中 4 | ™ A 让 A 2 ， 了 一 Jy2 
工 元 Qm Vn 


通常 n>m, 且 (7.53) 式 是 不 相 容 线性 方程 组 . 但 是 ,可 以 证 明 , 只 
要 zi ,zs，"…,X 互 异 ,就 有 r(4) 二 m, 因 此 线性 方程 组 (7. 53) 的 最 
小 二 乘 解 为 
X” = (doya1s An) = (ATA) ATy, 

所 得 的 曲线 方程 y 二 46 十 a1x 十 … 十 amzx” 在 工程 技术 中 通常 称 为 
经 验 公式 . 这 个 经 验 公式 是 在 假定 了 函数 类 型 的 情况 下 ,用 最 小 二 
乘法 求 得 的 ,至 于 这 个 假定 是 否 符合 实验 点 所 反映 的 客观 数量 关 
系 , 用 这 个 经 验 公式 推测 一 般 情况 下 某 个 z 值 对 应 的 > 值 是 否 可 
靠 , 则 要 用 数理 统计 的 方法 做 进一步 的 研究 . 

用 最 小 二 乘法 对 实验 数据 配 曲 线 ,函数 类 型 是 不 易 确 定 的 , 实 
际 问题 的 函数 类 型 是 多 种 多 样 的 ,并 不 局 限于 直线 和 多 项 式 曲线 . 
有 时 将 实验 数据 点 (ziyy),i 一 1,2,…,7? 描 出 来 后 ,不 易 判 断 
y 王 f(z) 的 函数 形式 ,但 是 ,如 果 把 这 个 点 描 在 对 数 坐 标 纸 上 ， 
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x’ 一 lgz,y” 一 lgy， 
则 zz 个 点 (zx? ,yi ) 的 分 布 成 直线 


Re (如 图 7.9), 这 时 ,可 用 最 小 二 乘法 
将 个 点 (zx? ,yy ) 拟 合 于 直线 
. y” 三 a 十 br*， 
即 lgy = a+tblgzx. 
5 ”本 ”再 令 a 一 lgc, 从 而 求 得 
图 7.9 Ye 
这 就 是 个 点 (zi,y) 所 拟 合 的 最 
小 二 乘 曲 线 . 


习题 ”补充 题 答案 
习题 
1， 设 一 群 动物 分 成 两 个 年 龄 组 ,每 个 年 龄 组 的 区 间 长 度 为 1 年 ,其 


Leslie 矩阵 为 
1 JS 
人 bow 0 ): 


若 起 始 时 第 1,2 年 龄 组 动物 头 数 分 别 为 100 和 10, 问 :5 年 内 两 个 年 龄 组 的 
动物 每 年 各 递增 多 少 ? 动物 总 数 递增 多 少 ? 并 求 过 了 整 5 年 ,两 组 动物 的 分 
布 比例 ， 

2. 设 一 群 动物 分 成 4 个 年 龄 组 ,最 大 年 龄 为 8 岁 , 已 知 :生育 率 w 一 0， 
qs 二 20/9,4as 二 15/32,a4 一 0; 存 活 率 刀 二 9/10,by 一 8/9,6bs 二 7/8; 开 始 时 ,各 
组 动物 头 数 均 为 100. 问 : 8 年 内 ,每 隔 两 年 各 年 龄 组 动物 和 4 组 动物 总 数 分 
别 递 增 ( 减 ) 多 少 ? 并 求 4 组 动物 的 分 布 比例 . 

3. 求 下 列 Leslie 矩阵 的 特征 值 及 严格 优势 特征 值 , 并 求 相 应 于 严格 优 
势 特征 值 的 特征 向 量 . 
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和 75 
0 到 0 0 ry 
GD | 二 。 90|， Go ol| 
要 3 
0 下 0 0 a 0 
2 二 
号 
于 1 
9 6 32 4 
一 0 0 0 
10 2 
(3) ; (W|I 0 0 
0 | 
9 1 
人 二 恰 
7 4 
0 0 § 0 


4. 设 动物 群 的 每 个 年 龄 组 的 年 龄 区 间 长 度 为 1 年 ,其 Leslie 矩阵 为 上 
题 的 (2),(3),(4). 问 : 

(1) 年 以 后 (充分 大 ) ,动物 总 数 每 年 递增 多 少 ? 各 年 龄 组 动物 各 占 
总 数 百 分 之 几 ? 此 时 的 年 龄 分 布 状况 与 起 始 分 布 有 无 关系 ? 

(2) 对 于 上 题 (3) 中 的 工 和 矩阵 ,已 知 起 始 年 龄 分 布 向 量 x? 一 (100,100， 
100,100)7 , 试 求 x 中 ,x2 ,x ,xc ,并 计算 每 年 递增 百 分 之 几 ? 

5. 对 第 3 题 中 的 工 和 矩阵 , 求 净 再 生 率 R. 

6. 证 明 : 人 口 增长 过 程 充 分 久 以 后 ,(1) 人 口 总 数 增加 当 且 仅 当 净 再 生 
率 R>1;(2) 人 口 总 数 减少 当 且 仅 当 净 再 生 率 R=1. 

7. 某 班 男 女生 在 节日 互 赠 贺 卡 , 初 始 每 位 女生 互 赠 贺 卡 , 男 生 不 参加 赠 
卡 . 以 后 每 次 节日 女生 收 到 来 自 女生 和 男生 赠 的 贺卡 各 占 70% 和 30% ,男生 
收 到 来 自 男生 和 女生 的 贺卡 各 占 80% 和 20%. 问 经 过 次 节日 ,男女 生 收 到 
贺卡 的 概率 为 多 少 (" 一 1,2，…,5, 及 mco)? 

8. 某 借 书 卡 可 从 3 家 图 书馆 出 借 图 书 . 读者 借 书 初始 概率 向 量 x(0) 一 
(0,1,0)7 ,转移 概率 为 


人 
0 站 区 全 5 
(pt 大 人 到 
间 次 借阅 (n 二 1,2,…,5,n>co) 后 ,该 卡 从 每 家 图 书馆 借阅 的 概率 为 多 少 ? 


= 


? 
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9. 设 P 是 m 阶 概率 转移 矩阵 , 若 王 的 每 行 行 和 都 等 于 1( 称 每 行 行 和 与 
每 列 列 和 均 为 1 的 非 负 和 抢 阵 为 双 随 机 和 抢 阵 ) , 问 它 的 稳定 概率 向 量 是 什么 ? 

10. 有 光 个 城市 51 ，… ,s,s; 在 时 刻 ti(t 二 0,1,…,) 空 气 污染 的 浓度 为 
Zi( 四 ,从 1 到 t 十 1 其 s 的 污染 物 扩散 到 s: 的 比例 为 p; (0 二 ps 三 1) ,扩散 到 
$1 ,5r《7 二 一 3) 的 污染 物 被 吸收 ,s,sm-1 ,sm 的 概率 转移 矩阵 为 
3 了 和 0 
0 1/3 2/3 
1/3 1/3 1/3 
求 污染 物 从 第 j 个 (j= 二 mx 一 2,m 一 1,m) 城 市 出 发 被 某 个 城市 5 (RE 一 1，…7 
吸收 的 平均 转移 次 数 等 于 多 少 ? 

11. 下 列 直 接 消耗 矩阵 C, 和 矩阵 I 一 C 是 否 可 逆 ( 检 查 是 否 满足 条 件 
(7.29))? 


0.8 0.1 
(1) ( )， (2) 
0.3 0.6 


也 一 


0.70 0.30 0.25 
0.10 0.25 0.25 
0.15 0.05 0.25 


; 


和 
0.1 0.4 0.3 
052 0 0 

12. 由 土建 师 , 电 气 师 和 机 械 师 3 人 组 成 一 个 技术 服务 社 . 他 们 商定 ,每 
人 收入 1 元 需 他 人 提供 的 服务 数 为 “ 电 ”“ 机 ”给 “ 土 ”* 的 分 别 为 0.1 元 ,0.3 
元 ;“ 土 “机 ”给 “ 电 ” 的 分 别 为 0. 2 元 ,0.4 元 ;“ 土 ”"“ 电 ”给 “机 ”的 分 别 为 
0.3 元 ,0.4 元 .各 人 不 必 为 自己 提供 服务 数 . 如 在 一 段 时 间 内 ， 土 >“ 电 ”、 
“机 ”3 人 为 外 部 服务 的 收入 分 别 为 500 元 、700 元 、600 元 , 问 这 段 时 间 内 ,每 
人 实际 收入 各 是 多 少 元 ? 

13. 已 知 由 3 个 企业 组 成 的 某 经 济 系统 ,在 一 个 生产 周期 内 的 直接 消耗 
系数 矩阵 C 及 系统 外 部 需求 向 量 d 为 


(3) 


0.2 01 02 75 
C= |0.1 0.2 0.2|, d= |120|. 
时 及 二: 导 225 


(1) 求 各 企业 的 总 产值 mm ,zs ,za 
(2) 求 各 企业 消耗 其 他 (包括 自身 ) 企 业 的 产值 数 zx; ( 即 第 j 个 企业 消耗 
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第 i 个 企业 的 产值 数 ,i,j 二 1,2,3) ,及 各 企业 的 净 产值 z; (j= 二 1,2,3). 

14. 一 个 包括 3 个 部 门 的 经 济 系统 ,已 知 计划 报告 期 直接 消耗 系数 和 矩 
阵 为 
[4 
0.14 0.15 0.25 
0.16 0.50 0.1875 

(1) 如 外 部 需求 向 量 d==(60,55,120)7, 求 各 部 门 总 产值 . 

(2) 如 外 部 需求 向 量 d= 二 (70,55,120)T, 求 各 部 门 总 产值 . 

15. 5 个 城市 之 间 的 铁路 线 连接 以 邻接 矩阵 M 表示 ,已 知 az 一 ax 一 
ai 二 045 一 ai 一 1 其余 的 oh 为 零 , 试 画 出 图 . 问 任何 两 城市 之 间 可 否 经 铁路 
连通 ? 

16. 5 支 足 球 队 的 锦标 赛 , 每 两 队 只 赛 一 次 ,结果 为 : A 胜 B,C,D;B 胜 
C,E;C 胜 D,E;D 胜 B;E 胜 A,D. 

(1) 画 出 比赛 结果 图 ;给 出 邻接 矩阵 M; 

(2) 评 出 5 支 球 队 的 名 次 . 

17. 年 初 一 对 小 免 ( 一 雌 一 雄 ) 一 个 月 长 大 ,至 第 二 月 就 繁殖 出 一 雌 一 雄 
的 一 对 小 免 ,以 后 凡 成 熟 一 对 就 繁殖 出 雄 瞧 一 对 小 免 , 问 一 年 半 后 共有 多 少 
对 兔子 ? 

18. 一 只 蜜蜂 自 蜂 房 A 爬 到 第 ?号 蜂 房 ,每 次 都 从 一 个 蜂 房 疏 向 右 侧 邻 
近 的 蜂 房 而 不 会 逆行 (向 左 ). 问 有 多 少 种 不 同 的 爬行 方式 ? 


心 一 


19. 用 和 矩阵 方法 解 递归 关系 式 : 
Un 一 十 2 2 WH 二 0,， w= 1. 


s : 斑 ea pa 
20. 设 数列 (a4): 0, 志 ,了 于， 如，'16， 强 '“ 从 第 三 个 数 起 ,每 个 数 是 前 两 
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个 数 的 平均 值 , 即 
au 一 去 (sn 十 x)， 一 0,1,2e， 
且 46 一 0,a 一 去 , 试 求 a4, 并 求 as 的 极限 值 . 
21. 解 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 的 初 值 问 题 


Ee 1 个、 汤 1 
= 二 Au, 
of A=|0 1 2 |,， w= |o|. 
u(0)=w. 2 多 二 0 
(2) 方程 同 (1) ,其 中 
+ .ee "i 
外 对 过 0 
A= ， Uu(0) 一 , 
4 10 0 1 
1 40 0 0 
22. 求 下 列 线性 微分 方程 组 的 一 般 解 : 
d dz 
是 一 3z 十 2m 十 4zs， 二 一 忆 十 3z， 
d dz: 
GD 1 定 一 2m 十 2za， (2) ] 和 一 3 十 4za 一 Da， 
d dz: 
=4n +2z +3zs. ri 


23. 求 线性 方程 组 Ax 一 六 的 最 小 二 乘 解 ,并 求 向 量 在 矩阵 4 的 列 空 
间 R(4) 上 的 投影 向 量 和 5 到 RC(4) 的 距离 . 


1 2 1 
(1) A=|1 一 1|， 2 一 加 |; 
0 " = 
1 1 二 于 0 
二 水， 生计 1 0 
(2) A= ， 2 一 。 
下， 一 下 0 
0 0 1 1 
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1 
1 
5= 
1 


= 
| 


0 0 0 
1 0 0 
1 1 0 
1 1 1 1 
求 : (1) b 在 L(ai ,oz) 上 的 投影 向 量 和 好 到 工 (w ,wz ) 的 距离 ， 
(2) 5b 在 Llaz ,os yx) 上 的 投影 向 量 和 了 到 工 (os ,as ,os ) 的 距离 . 
25. 证 明 : 投 影 矩 阵 P=4(474) ' A" 是 震 等 的 对 称 矩 阵 , 即 己 : 一 P， 
PT 一 己 


"26. 设 
1 Zl 好 
二 Xz 73 73 
A= i ， 


1 zn xz? "7 

证 明 : 当 n>m 时 , 秩 A 二 =m 十 1 的 充 要 条 件 是 zi ,xs，…,x, 中 至 少 有 mm 十 1 
个 互 不 相同 . 

27. 求 拟 合 于 3 个 点 (0,0),(1,2),(2,7) 的 最 小 二 乘 直线 . 

28. 求 拟 合 于 4 个 点 (0,1),(2,0),(3,1),(3,2) 的 最 小 二 乘 直线 . 

29. 用 最 小 二 乘法 ,将 4 个 点 (2,0),(3, 一 10),(5, 一 48),(6, 一 76) 拟 合 
于 二 次 多 项 式 曲 线 . 

30. 用 最 小 二 乘法 将 5 个 点 (一 1, 一 14), (0, 一 5), (2, 一 22), (1, 一 4)， 
(2,1) 拟 合 于 三 次 多 项 式 曲线 . 

31. 某 商店 在 某 年 的 前 5 个 月 的 营业 额 曲线 为 二 次 多 项 式 曲线 ,已 知 前 
5 个 月 的 营业 额 为 4.0,4.4,5.2,6.4 和 8.0 万 元 .试用 最 小 二 乘法 求 营业 额 
曲线 ,并 估计 12 月 份 的 营业 额 . 

32. 由 牛顿 第 二 定律 可 得 到 ,物体 在 地 球 表面 附近 垂直 下 落 的 运动 方 
程 为 


3S 一 % 十 mt 十 于 gz， 
利用 这 个 方程 ,通过 实验 测定 g, 已 知 实验 数据 为 : 
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t/s 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
s/ft 一 0. 18 0. 31 1.03 2. 48 3.73 


试用 最 小 二 乘法 求 g 的 近似 值 . 


补充 题 


33, 生物 的 外 部 表征 由 体内 两 个 基因 (A,a) 组 成 的 基因 对 AA, Aa,aa 
所 确定 .例如 3 种 基因 对 确定 某 种 花 的 3 种 颜色 . 常 染色 体 的 遗传 是 ,母体 双 
方 各 自 的 两 个 基因 等 可 能 地 遗传 给 后 代 一 个 . 因此 母体 基因 型 与 后 代 基因 型 
的 关系 如 下 表 : 


母体 (双方 ) 基 因 型 


A—AAAA—Aa AA—aa|Aa—Aa Aa—aa| aa—aa 
| 44 


和. 


后 
代 
基 Aa 0 | 
因 
型 


De © 


4 

1 
2 
4 


例如 第 四 列表 示 : 母 体 皆 为 Aa 型 时 ,其 后 代为 AA,Aa,aa 型 的 可 能 性 分 别 


i 
为 十 ,去 ,十 


(1) 设 某 植 物 有 3 种 基因 型 ,如 果 它 们 总 是 都 与 Aa 型 结合 进行 繁殖 , 问 
繁殖 到 第 n 代 时 ,3 种 基因 型 植物 占 总 数 的 百分数 a, ,5b, ,cs 各 为 多 少 ? 并 求 
其 极限 值 . (假定 繁殖 开始 时 的 初始 分 布 为 ao,bo sco, 且 ao 十 十 co 二 1.》 

(2) 在 (1) 中 的 植物 ,如 果 初 始 时 都 与 AA 型 结合 ,第 一 代 都 与 Aa 型 结 
合 ,第 二 代 又 都 与 AA 型 结合 ,如 此 交替 下 去 , 求 a, ,b,c 及 其 极限 值 . 


答案 


7. xi=(0.3,0.7)™,x = (0.45,0.55)7,xs=(0.581,0.419)7, x, 一 
(0. 6,0.4)7, (n>11). 


8. xi=(0.3,0.2,0.5)7,xs=(0.533,0.240,0. 227)7 ,x 一 土 (34114， 
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13)I. 9. 1l/m. 10，y 一 (yy 加) 一 (9,15,27/2)， 
15. 可 逆 矩 阵 王 中 pis 二 0;pa 二 0,(i 隆 3) 其 余 为 1. 
16. A,E,B,C,D. 17. 第 18 个 月 有 2584 对 . 18. FF,. 
19. 一 言 (2 十 ( 一 D1!). 
23. (1) (—9/11,5/11)7; (1,4,—1)™; 2. 
(2) (0,1/2,3/4)™; (—1,1,—1,1)7™; V3. 
24. (1) (5,9,9,9)T; W195. (2) (0,4,6,6)T; V57. 


26. 利用 范 德 蒙 行列 式 的 结论 ， 
27, y=7z/2—1/2. 28. y 一 z/6 十 2/3. 


内 积 空间 ” 埃 尔 米 特 二 次 型 


在 R" 中 ,不 仅 有 线性 空间 的 加 法 和 数量 乘法 运算 ,而 且 还 定 
义 了 内 积 运 算 , 使 向 量具 有 几何 度量 性 . 向 量 的 度量 性 质 在 分 析 、 
几何 等 许多 问题 中 是 不 可 缺少 的 . 因而 ,我 们 有 必要 对 一 般 的 实数 
域 和 复数 域 上 的 线性 空间 ,定义 内 积 运算 ,使 之 成 为 内 积 空 间 . 我 
们 将 在 附录 A. 1 中 讨论 实数 域 上 的 内 积 空间 ,在 附录 A. 3 中 讨论 
复 内 积 空间 ( 西 空 间 ). 


A.1 实 内 积 空 间 欧 氏 空间 


在 线性 空间 的 定义 中 ,集合 是 抽象 的 ,两 种 线性 运算 也 是 抽象 
的 ,运算 由 性 质 来 约定 . 因此 在 抽象 的 线性 空间 中 ,也 是 由 性 质 来 
约定 内 积 运 算 . 

定义 1 设 V 是 实数 域 KR 上 的 线性 空间 ,我 们 对 V 中 任 两 个 
向 量 a ,8B 确定 一 个 实数 (a,B) ,如 果 它 具有 以 下 性 质 : 

(Ci (a,B8)=(B,a); 

Ci) (ka,B)—=k(a,B); 

(iii) (十 B,7y ) 一 (ay ) 十 (8B,7y ); 

(iv) (aya ) 之 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 a 一 0. 
其 中 a,B,Y EV,kER ,就 称 (e,8) 是 a 与 8 的 内 积 . 在 实数 域 上 定 
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义 了 内 积 的 V 称 为 实 内 积 空间 ,有 限 维 实 内 积 空间 叫做 欧 几 里 得 
(Euclid) 空 间 ( 欧 氏 空 间 ). 

定义 中 性 质 (i) 表 明 内 积 是 对 称 的 ,因此 与 (iil, (ii 相当 的 
就 有 : 

(这 Ce) = EBay = ROA 
(asB+7)= (B+Y ,a) = (Ba) + (y ,0a) 
= (a,B) + (a,y )， 

在 性 质 (i) 中 取 RE 一 0, 就 有 (0,8) 一 0. 所 以 线性 空间 中 任何 元 
素 与 零 元 素 的 内 积 都 等 于 零 . 

根据 内 积 定义 的 第 (iv 条 性 质 ,我 们 可 用 内 积 定义 向 量 的 
长 度 . 

定义 2 实数 域 R 上 的 内 积 空间 V 中 向 量 a 的 长 度 定义 为 

| a = vla,a). 
例 1 两 个 重要 的 实 内 积 空 间 
(i) 在 R" 上 定义 内 积 为 
(ga,B) 一 aip 十 azps 十 … 十 ap (1) 

其 中 一 (alyas，… as) ,B= 二 (bi ,bs Do 

容易 验证 (1) 式 满足 内 积 的 4 条 人 性质, 及 "关于 这 个 内 积 就 构 
成 一 个 n 维 欧 氏 空间 ,这 个 内 积 称 为 及 "的 标准 内 积 , 此 时 ,向 量 c 
的 长 度 


Tal = Vai 十 必 十 … 十 a?. 
(ii) 在 区 间 [a,5] 上 一 切 连续 的 实 值 函 数 构 成 的 线性 空间 
Cla,b] 上 ,Vv f(z),g(x)ECLa,d], 定 义 
(fs8) = | rapgcodz (2) 
(2) 式 是 f(x) 与 gCz) 的 内 积 , 因 为 它 满 足 内 积 的 4 条 性 质 . 
[验证 满足 第 (iii) 条 . 


下 
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设 fg,hECLa,b], 则 
(十 g, 信 一 | crem | aco) Ihe)dz 


一 | repace + gx)h(zr) dr 


一 | rcoDacodz 十 | gczncz)dz 


= (f,h) + (g,h). 
这 个 内 积 称 为 CLa,5] 上 的 标准 内 积 . 
在 及 “中 定义 内 积 的 方法 不 是 唯一 的 ,例如 ,下 面 的 例子 给 出 
及 “中 的 另 一 种 内 积 . 
例 2 在 了 R: 中 ,对 任意 的 二 (al ,a) ,B= (Db ,bz) ,定义 
(a,B) = aibi — asbi — aibs + 3asb;， (x*) 
容易 验证 它 也 满足 内 积 的 4 条 性 质 , 我 们 验证 第 (iv) 条 : 
(ga) = ai—2aias 二 3a? 一 (al 一 as)2 十 2a 守 0, 
其 等 号 成 立 当 和 且 仅 当 wa 一 0 一 0, 即 ac 一 0. 
故 (* ) 式 也 是 及 ”的 一 个 内 积 , 此 时 向 量 的 长 度 ea | 一 


~V (ai 一 0 六 十 222 
关于 这 个 内 积 , 对 a 一 (1,0) 和 8 一 [| ,有 


| al | 81 =1,(a,8) = 0. 

实 内 积 空 间 的 距离 同 R "标准 内 积 所 定义 的 距离 有 相同 的 几 
何 解释 . 

定理 1 若 V 是 一 个 实 内 积 空 间 , 则 对 任意 的 a,B8 EV 和 AXE 
R ,有 : 

GD laa =a lea; 

Gil |(a,B)| 三 a | 1813;( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 ) 

(ii) ae 二 81 委 el 十 上 8 ， (三角 不 等 式 ) 
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证 GD aa =VQa,ha)= VA (aa)=|A|V(aa) 
一 |Al la | 
(iD , ii) 的 证 明 与 正文 4. 2 节 中 相同 结论 的 证 明 是 一 样 的 . 
把 柯 西 - 施 瓦 艾 不 等 式 应 用 于 内 积 空间 C[a,5], 可 以 得 到 以 
下 不 等 式 


fwacwarl< (reodz) (| ecodz) . 
证 明了 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 , 我 们 就 可 以 用 内 积 定义 两 个 向 
量 的 夹 角 . 
定义 3 ”对 于 实 内 积 空间 V 中 的 两 个 非 零 向 量 a,pB ,定义 其 
夹 角 


(a,B) = arccos Te 


显然 , 当 且 仅 当 (a,B) 二 0 时 两 个 非 零 向 量 c,B 相互 垂 直 . 由 
于 零 向 量 与 任何 向 量 的 内 积 等 于 零 , 所 以 我 们 也 说 零 向 量 与 任何 
向 量 正 交 ,于 是 有 下 面 定义 . 

定义 4 实 内 积 空 间 V 中 两 个 向 量 a,p ,如 果 (o,B8) 一 0, 则 称 
a 与 Bp 正 交 , 记 作 a Lp. 

例 3 对 CL 一 1,1] 上 给 定 的 标准 内 积 , 证 明 函 数 


Pi = ,= PACES A 


是 正 交 的 ,并 求 它们 的 长 度 . 
证 


1 了 
(P,,P,) =| PPi(zdz 一 二 | (sm Dis = 0: 


因此 P, 和 Ps 是 正 交 的 . 
Pi 的 长 度 为 


IPil = Pear =Y| za = V3. 
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P; 的 长 度 为 


1P 1 =/ Pear 于. 


A.2 度量 年 阵 和 标准 正 交 基 


对 于 一 个 n 维 实 线性 空间 V, 要 在 其 中 确定 内 积 (a,B), 只 要 


确定 一 组 基 间 的 内 积 就 行 了 . 
设 {e1,es，…,en}) 是 V 的 一 组 基 , 且 


19] = 1,2,°% ,nn. 


(3) 


(ei,€;) 二 Qi 


对 VV 中 任意 两 个 元 素 ( 向 量 》 


a 一 Xieit Xz€z "二 Ten, 


B= yel 十 yae? 十 … 十 ynen。 


由 内 积 的 性 质 得 
(a,B)= (Ziel 十 Zae? 十 十 Te yiel 十 yze? 十 十 yen) 


一 >， > (eise) ziy; = D) Dasziy; = Dz 2) ay 
i=1 j=1 


i=1 j=1 i=1 j=1 


lL 

n ys 

La Dzilan azoadin) | 
i=1 

Vn 


Qi 412 ”al | | 


GQ21l ld22 “°° dz2n | |22 
= (xix Tn)| . S ,|= xiAy, (4) 


Qn Qi "dnn Va 
其 中 : Xx 三 (zi;Zz ,ZX,)” 和 yy 二 《yy ;ys，… ,ya) 分 别 是 向 量 a 
和 B 在 基 {e1,e:,…,e,} 下 的 坐标 向 量 ; 


A= (Qs ) wn ((€i,€j))) wn (5) 
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称 为 欧 氏 空间 在 基 {e1,e;,…,e,}) 下 的 度量 矩阵 ,简称 基 {e1， 
es，"…,e4) 的 度量 矩阵 . 由 于 内 积 具有 对 称 性 ,所 以 度量 矩阵 A 是 
实 对 称 和 矩阵. 上 面 的 讨论 表明 ,知道 了 欧 氏 空间 一 组 基 的 度量 矩阵 
A, 空间 中 任意 两 个 元 素 a 与 8 的 内 积 ,就 可 以 通过 其 坐标 向 量 按 
(4) 式 xz4y 来 计算 ,因而 度量 矩阵 完全 确定 了 内 积 . 

定理 2 网 氏 空间 中 两 组 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

证 设 基 {e1,es,…,e,} 的 度量 矩阵 为 4, 将 (5) 式 中 的 A 形 
式 地 表示 成 以 向 量 ( 不 一 定 是 及 * 中 的 向 量 ) 为 元 素 的 矩阵 的 乘 
积 , 即 


El 
€2 
A= (€1,€2,'"* ,En). 中 


En 
这 里 作 和 矩阵 乘法 时 ,ei 和 ei 相 乘 是 指 内 积 (ei,ey)， 
设 基 (7: ?了 2 ,9 的 度量 矩阵 为 
71 


B= 的 (T1902 1). © 


Dn 
基 {e1 es，…,e,} 到 基 {y1,72，…,7,} 的 过 渡 矩 阵 为 C, 即 


(W102 ,Nn) = (els€2,°" ,En)C. (@) 
将 加 式 代 入 @@ 式 ,得 到 
€1 
B=C' 让 (elyez…eo)C 一 CTAC ， @ 
En 
故 A 和 B 是 合同 的 . 国 


例 4 设 7 := 一 (1,0,0,0)7, 7 一 (1,，1,，0,0)7，7 3 一 
(1,1,1,0)" ,np4 一 (1,1,1,1)", 求 这 一 组 基 的 度量 矩阵 ,并 求 
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Q 一 31 十 ?72 十 ?3 十 74， 
8 一 71 一 32 十 7s 
在 标准 内 积 下 的 内 积 (a,B8 ). 
解 很 明显 {9y1;72，73;74) 为 RR 的 一 组 基 , 因此 ,在 
基 {y1,7:,73,7:} 下 的 度量 矩阵 为 
(7171) (71,72) (71,73) (T7174) 
(2 71) 072 72) 《72， 773) (7 5) 
(1371) (7s 12) (7373) (T7374) 
(74,71) (T7472) (74,73) (T4574) 
Ws a 


人 4 一 


9 


1 
上 : 治 2 
二 洛 3 
1 阁 4 


< cc 


1 

故 有 (a3B) = (1,1,1,DA Fe < 等 
0 

也 可 用 定理 2 , 设 {el,e:,es ,e: } 为 自然 基 , 则 {ei ?人 2y63 ,ei } 到 


{719 32 13s 74} 的 过 渡 和 矩阵 为 


lj 于 
(0 | 
C= » 
0 
0 0 1 
又 已 知 自然 基 的 度量 矩阵 为 了, 所 以 基 {%1,…,7:) 的 度量 算 


阵 A 二 CTIC 二 CTC, 如 此 即 得 
1 1 


= = 
(aB) = (1,1,1,1)A I = (1,1,1, DC™C 4 = 0 


0 0 
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如 果 例 4 只 求 内 积 (a,B ) ,更 简便 的 方法 是 由 
= 31 十 7 十 73 十 7 一 (1 
8 一 7 一 ?2 十 93 一 (1,0,1,0)， 
立即 可 得 Ca,8 ) 王 4X1 十 2X1 一 6. 
此 外 ,根据 内 积 的 性 质 (iv) ,对 于 任意 的 非 零 向 量 c ( 即 c 在 基 
{e162，,"… sen} 下 的 坐标 向 量 x 隆 0) ,有 
(aa ) = x'Ax>0, (6) 
因此 度量 矩阵 4 是 正定 的 . 
我 们 在 正文 6.4 节 中 讲 过 ,正定 矩阵 一 定 合同 于 单位 矩阵 , 即 
对 于 正定 矩阵 4, 存 在 可 逆 和 矩阵 C, 使 得 


CTAC 一 工 
因此 ,由 定理 2 可 知 , 欧 氏 空间 中 必 存 在 满足 关系 
《ai QQ2 和 yan) = (el 9 人 2 noDC 
的 一 组 基 {a1 ,as,，…,a,) ,其 度量 矩阵 为 单位 矩阵 . 即 
(Calyal) Calya2z) ee (Calyan) 1 
(asyal) (a2902) … (asyan) 1 
; | 二 友 5 
(ga1) (asyaz) … (ayan) 1 
于 是 
1,7 = i, 
(ean —1 .j= 1,2, ,Nn. (8) 
0,7 is 


定义 5 设 a1,as,…,a, 是 nn 维 欧 氏 空间 V 中 的 n 个 向 量 ,如 
果 a;,aj 满 足 (8) 式 , 则 称 {a1,as,… ,a,) 为 标准 正 交 基 . 

由 于 标准 正 交 基 的 度量 矩阵 是 单位 矩阵 ,因此 当 向 量 a,B 在 
标准 正 交 基 下 的 坐标 向 量 为 x 和 y 时 ,其 内 积 为 (ac,B) 一 xy. 以 
前 在 及 * 中 定义 的 内 积 , 正 是 在 这 种 意义 下 的 内 积 ( 即 把 及 "中 的 向 
量 自身 作为 自然 标准 正 交 基 {e1 ,es，…,e,} 下 的 坐标 向 量 ), 所 以 
有 时 也 把 它 称 为 标准 的 内 积 . 
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从 上 面 的 讨论 过 程 中 可 知 , 在 一 般 的 欧 氏 空间 中 ,一 定 存在 标 
准 正 交 基 . 至 于 如 何 求 得 一 组 标准 正 交 基 , 我 们 仍 采用 施 密 特 正 交 
化 方法 (读者 不 难 证 明 , 这 个 方法 也 适用 于 一 般 的 欧 氏 空间 ). 

例 5 在 R[zjs 二 {a 十 aiz 十 asx? |aoyaya ER)}) 中 定义 
内 积 

fsa) = | fn gc) dz. 


试 求 R [zj 在 区 间 [0,1] 上 关于 该 内 积 的 一 组 标准 正 交 基 . 
解 容易 验证 户 一 1 ,万 一 z, 户 一 是 RLzxj 的 一 组 基 . 用 
施 密 特 正 交 化 方法 可 由 这 组 基 求 得 R [xj]; 的 一 组 标准 正 交 基 . 
先 正 交 化 : 取 


1 
go= fo=1,lg em = | Wa = 
人 L i 
gl 一 万 《0 ww (| ldz) 1 一 并 pb 


| gl ?= (gi,81) | 人 $) dz 了 人 (z z) |， 证， 


(fi8) (fs80) 
| yD Coorev 


2 y 1 交 
)| zfz 3)ar | ae 
1 

三 


22 一 工 十 


一 户 一 


2 
并 


2) 
| gs | := (g,82) 一 | (z+$) = a 
再 单位 化 ,得 
po=go/lgol=1, 
Pi=g/lgl =V3(2zr—1), 
pis— gs/|g; | =V5(6x 一 6z 十 17， 
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则 po ,pi,p: 是 及 [zl]; 的 一 组 标准 正 交 基 . 它 是 及 [zj], 中 关于 (2) 
式 内 积 的 一 组 标准 正 交 多 项 式 . 图 


A.3 复 向 量 的 内 积 ”本 空间 


本 节 介 绍 复数 域 上 线性 空间 的 内 积 和 西 空间 . 

定义 6 设 V 是 复数 域 C 上 的 一 个 线性 空间 ,我 们 对 V 中 任 
意 两 个 向 量 a ,8 确定 一 个 复数 (e,8) ,如 果 它 具有 以 下 性 质 ， 

() (ec,B) 一 (Ba ); 

(ii) (ka,B)=k(a,B); 

(iii) (ae 十 B,7 )= (a,y ) 十 (8,7 ); 

(iv) (aya ) 志 0, 等 号 成 立 当 且 仅 当 wu 一 0. 
(其 中 a,B8 ,7Y EV,kEC ), 就 称 (a,B ) 为 与 8 的 内 积 ,并 把 这 个 复 
数 域 上 的 线性 空间 Y 称 为 本 空间 . 

必须 注意 , (a,&B ) 一 CEB,a ) 一 ECB,a )=k(a,B), 

(0,8)=(0a,8)=0(a,8)=0. 

例 6 设 列 向 量 a 一 (al yaz，…，ao) 7 和 B 二 (51,5;,…,b.)” 是 

n 维 复 向 量 空 间 C "中 的 任 两 个 向 量 , 我 们 定义 a,p8 的 运算 为 


(a,B) 一 aip 二 azb; 十 … 十 ab，， (9) 
则 (9) 式 所 定义 的 运算 为 内 积 . 
解 ”显然 (a,B8) 二 B Ta .由 (9) 式 ,得 
Bya)= abi tasbs tT ab,, 
= Da 二 bsas 十 … 十 ba 二 (a,B). 
于 是 性 质 (i) 成 立 . 


性 质 (iil 和 性 质 (iii) 的 验证 比较 容易 . 这 里 再 验证 性 质 (iv)， 
因为 
(aa ) 一 aial 十 azas 十 … 十 asia， 


其 中 aia; 二 1ai|? 宇 0,i 二 1,2,…,n. 所 以 (asa ) 宇 0, 且 (gaya ) 二 0 当 
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且 仅 当 |a;|=0,i==1,2,…,n, 妈 a= 二 (41,as ao)7 一 0. 
由 性 质 (iv) ,我 们 可 以 定义 复 向 量 的 长 度 . 
定义 7 设 a 为 西 空间 V 中 的 一 个 向 量 , 则 定义 a 的 长 度 
| a = vla,a). 
以 下 我 们 用 1… | 表示 复数 的 模 , | … | 表示 复 向 量 的 长 度 (或 
称 范 数 ). 
定理 3 对 于 任意 两 个 a,8 EC", 都 有 
GQ) |(a,8)| 委 | ec | 181( 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 )， 
Gil a8 三 la 十 8 中 (三角 不 等 式 ). 
证 (i) 当 pB 二 0 时 , 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 显 然 成 立 . 当 
8 天 0 时 ,有 
(ec 十 RB,a 十 R8 ) = (aya ) 十 | 到 | (8,8) 十 RCB:a ) h(a,B). 
由 于 式 中 &(a;8) 一 &A (B,a ) 二 k(B,a ), 又 共 思 复 数 之 和 等 于 其 实 
部 之 和 , 即 z 十 z 二 2Rez. 于 是 上 式 可 写成 
(a kB,at kB)= (asa) | k|’(B,B)+2Re{k(a,B)} 
| a ll*+lxl? | Bl?+2Re{k(a,pB)} 


Vi 
© 


ClO 
取 
二 一 (a,B) 
Tel 
则 li k= Le 
地 (a,B) _ | (apB) | 
bap) Tel pel 


将 @@、@ 式 代入 (10) 式 , 即 得 
all’:l gl’2| (8p) |’, 
故 | (a,B) | lallllgpl, 
等 号 成 立 , 当 上 且 仅 当 a 十 &8 一 0, 即 a,B 线 性 相关 . 
GD 在 (10) 式 中 , 取 & 一 1, 利 用 Re{(a,B8)} 夺 | (a,B) | 二 
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| a 118 中 ,就 得 
| at+B l= (at+B ,atB) 
和 |el 十 上 8 十 21elll8Il， 
故 | ex 十 81 科 el 十 | 81， 国 
根据 柯 西 - 施 瓦 区 不等式, 可 以 给 出 非 零 向 量 a,pB 的 夹 角 的 
定义 . 
定义 8 ”对 于 本 空间 中 的 两 非 零 向 量 c;8 定 义 其 夹 角 《a;p8 > 为 
《ay,B = arccos T RT T， 0< (a,B’) x. 


当 (a,B ) 二 0 时 , 称 a 与 B 正 交 或 互相 垂直 , 记 作 a | p. 

当 a 与 8 正 交 时 ,在 (10) 式 中 取 & 一 1, 即 得 勾 股 定理 

| ae 二 8 一 el 十 8 

有 限 维 西 空间 与 有 限 维 欧 氏 空间 一 样 ,也 有 基 的 度量 矩阵 ;也 
存在 标准 正 交 基 ;也 可 用 施 密 特 正 交 化 方法 ,由 一 组 基 构 造 一 组 标 
准 正 交 基 . 但 是 要 注意 , 基 {e1 ,es,…,e,) 的 度量 矩阵 和 A= (a;) 中 
元 素 满足 条 件 . 

a = (ejy€i) = (eis€)) 一 ay， i,j = 1,2,°,n. 

故 47T 一 4. (11) 
酉 空间 的 基 的 度量 矩阵 4 称 为 埃 尔 米 特 矩阵 . 

此 外 ,车 a,B 在 基 {e1,e:,…,e,} 下 的 坐标 向 量 为 x 和 
y(x,yEC"), 则 


(a,B) = yAx, (12) 
(aa ) 一 XIT4x = (Ax,x). (13) 
(13) 式 称 为 复 变 量 T1929" 9 人 1 的 埃 尔 米 特 二 次 型 . 


A.4 本 年 阵 和 埃 尔 米 特 二 次 型 


定义 9 若 n 阶 复 矩 阵 U 满足 条 件 
U™U=I, (14) 
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则 称 习 为 西 矩 阵 . 

本 矩阵 有 以 下 性 质 ( 证 明 留 给 读者 练习 ) ， 

GD) 西 矩 阵 的 行列 式 的 模 为 1, 即 |detU| 一 1; 

GD U71 一 U7", 且 U7 仍 是 西 矩 阵 ; 

《ii) 两 个 西 和 矩阵 的 乘积 仍 是 酉 矩阵 ; 

(iv) 西 矩 阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 都 是 C "的 标准 正 交 基 . 

定义 10 车 A 二 (4) 为 n 阶 埃 尔 米 特 矩 阵 (47 一 A), 则 

x'Ax 一 > Sa 一 ay)， (15) 

称 为 19T2 9 Tn 的 埃 尔 米 特 二 次 型 . 

对 于 任意 的 xEC", 埃 尔 米 特 二 次 型 xz4x 都 是 实数 ,这 是 
因为 

XIAx 一 (XITAY)T 一 XITATY — XTAx. 

定理 4 埃 尔 米 特 矩 阵 4 的 特征 值 都 是 实数 , 且 属 于 不 同 特 
征 值 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 

证 设 4x 一 MxCx 天 0)，, 则 

XTAxX= AXTx = A(X,X), 
_ xiAx 
Ci 

因为 (xz,xz) 之 0,xzT4x 为 实数 ,所 以 特征 值 * 是 实数 . 

设 Ax1 一 A1X1 ,Axs 一 A2xXz ,A1 ,A 是 不 同 的 特征 值 (实数 ) ; 则 


MX2 Xi—= XI Ax1 = (Axs) x 


二 Ma i 到 As Xi x1 . 
由 于 ;天 )2 , 故 3 一 (2 2) 一 0, 即 特征 向 量 x 与 x; 正 交 ， 国 
定理 5 对 于 任 一 个 n 阶 埃 尔 米 特 矩 阵 4 ,一 定 存在 本 矩阵 
UU ,使 得 


UAU = UTAU = diag (Ni ,Ns ssN,), 
其 中 心 ,1，… 是 4 的 n 个 特征 值 ,U 的 2 个 列 向 量 是 依次 对 应 
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于 和》 ,)，…,) 的 标准 正 交 的 特征 向 量 . 
定理 5 的 证 明 与 正文 5. 3 节 定 理 5. 12 的 证 法 类 似 . 
由 定理 5 立即 可 得 下 面 的 定理 . 
定理 6 对 于 任 一 个 埃 尔 米 特 二 次 型 x"Ax ,一 定 存在 西 变换 
x 二 Uy ,使 得 
xTAx = y UTADy = Nyiy thy ys te Aynyn. 
在 第 5 章 中 讲 过 ,不 是 任何 矩阵 都 能 与 对 角 阵 相似 ,有 了 西 矩 
阵 的 概念 ,可 以 证 明 任何 矩阵 在 复数 域 上 都 与 上 三 角 和 矩阵 相似 ( 定 
理 7). 这 个 结论 在 实用 上 也 很 有 意义 . 
定理 7 对 于 任 一 个 实 的 或 复 的 ” 阶 和 矩阵 ,一定 存在 西 矩阵 ， 
使 得 
> x e000 x 
wav=| “ a (16) 
和 
其 中 上 三 角 和 矩阵 是 复 矩 阵 . 
可 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 定理 ,与 定理 5 的 证 法 基本 上 一 样 . 
推论 若 实 矩阵 A 的 特征 值 全 为 实数 , 则 存在 正 交 矩阵 Q, 使 
得 Q 140 成 上 三 角 矩 阵 . 


习题 答案 
习题 


1. 设 和 A 是 一 个 n 阶 正定 矩阵 ,在 R" 中 对 任意 两 个 向 量 a 二 (zi ,x2，*…， 
Tn) 7, 旭 一 Cy yz，… sn)", 定义 
(a,B)=a' AP. 
(1) 证 明 在 这 个 定义 之 下 ,R" 构 成 欧 氏 空间 ( 即 验 证 (a,p ) 满 足 内 积 4 
条 性 质 )，; 
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(2) 求 RR "在 自然 基 {e1 ,e:，,…,e ,) 下 的 度量 矩阵 ， 

(3) 写 出 这 个 空间 的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 

2. 设 a,B E Ri’, 以 下 哪些 函数 (a,B8 ) 定 义 了 R: 上 的 一 个 内 积 ? 
(1) (a,B)=ah ta bs tasbst2a bs —2a3b,; 

(2) (a,B)=ab Tab tasbs— abs— a3be; 

(3) (a,B)=aiB ta +adb; 

(4) (ga,B)=ah ta bs,. 

3, 以 下 哪些 运算 定义 了 C[ 一 1,1] 上 的 一 个 内 积 ? 


fl 
(1) (f,g) = ] f° Da (x)dz; 


(2) (f;8) = | af Wa dz 
fl 
(3) (f,g) = 1 fz) gn dz; 


(4) (f,g) —— | xzrcDegCDdz 


(5) (jg 一 | ef Wedz. 

4. 设 (e1,e2,e3,84,85) 是 5 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 ;W = 
Llaisas ,a3), 其 中 a1 二 e1 二 essyas 二 e1 一 e; 十 eisa3 二 2e1 十 es 十 e3, 求 WW 
的 一 组 标准 正 交 基 . 

5. 设 (a1,az，…,ars) 是 nn 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 证 明 ， 

(1) 如 果 7Y EV, 使 (Y ai) 一 0 一 1 2 22, 则 7 一 0 

(2) 如 果 7Y1,7Y2。EV, 使 对 任意 一 个 a EV,， 有 (7Y1y@) 二 (7Y2,a), 则 
FT 


6. 在 有 [zj], 中 定义 内 积 (8) 一 | f(z)g(z)dzi 试 求 基 (1,z5 ,2) 
的 度量 矩阵 ,并 由 这 组 基 构造 R [z], 的 一 组 标准 正 交 基 . 

7. 证 明 在 R [z]( 全 体 实 系数 多 项 式 ) 中 对 任意 两 个 多 项 式 f(z ,gCz)， 
定义 了 

和 
(1 加 一 | pgCoerdz， 

Rr[z] 就 构成 一 个 欧 氏 空间 , 并 用 施 密 特 正 交 化 方法 由 广 一 1， 
太一 z, 户 一 2 关于 这 个 内 积 构造 3 个 标准 正 交 多 项 式 . 
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8. 在 C"" 中 对 任意 两 个 ” 阶 复 矩阵 4, 了 ,定义 (4,B) 一 tr(C4B7T), 验 证 
它 满足 内 积 的 4 条 性 质 . 
9. 证 明 : 对 任何 复 矩 阵 B,4 二 BB 是 埃 尔 米 特 矩阵 . 
10. 证 明 西 矩阵 的 4 条 性 质 . 
11. 设 U 是 x 阶 酉 矩阵 ,xz,y 是 2 维 复 的 列 向 量 , 证 明 (Ux,Dy) 一 (x,y)， 
12. 证 明定 理 5. ”13. 证 明定 理 7. 
14. 对 下 列 埃 尔 米 特 矩 阵 , 求 酉 矩阵 ,使 得 UTADU 为 对 角 阵 : 
1 2i 2 3—3i 
人 上， Co a 5 ) 


15. 设 P,P; 均 是 m 阶 矩阵 ， 
P A 
ed 
是 丁 矩 阵 . 证 明 : A 二 0, 且 Pi ,Ps 都 是 西 矩阵 . 
答案 


1. (2) A;(3) |(a,8)|< Va'Aa vB'AB. 
2. (1) 满足 ; (2) 不 满足 ! (3) 不 满足 ! (4) 不 满足 . 
3. (1) 不 满足 ; (2) 不 满足 ; (3) 满足 ; (4) 不 满足 ; (5) 满足 . 


4 二 5 9 1 2 十 3 1 5 9 
“J J” Vo Vio™” Vio” Vi 


1 1 1 1 
Fa 十 可 ez Toe es. 


0 了 0 
2 2 
(和 
3 5 | ME 3 1 
6 |， A/ 于 ,村 Vio(z 了 于)， 
下 
2 2 
a 
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7. 3 个 标准 正 交 多 项 式 : 1,z 一 1, 一 (zx 一 2)?. 


2V2 
工 1 
V2 V2| /3 0 
14. (1) “| ) 
| 
2 V2 
二 1 二 1 
5 V3 8 0 
2 
ey | 1 :ls By 
V6 V3 


15. 由 定义 和 分 块 矩阵 的 性 质证 明 . 


约 当 标准 形 (简介) 


Ne 


Ws 


在 第 5 章 讲 过 ,复数 域 上 的 ? 阶 和 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 
分 必要 条 件 是 4 有 nn 个 线性 无 关 特 征 向 量 , 如 果 只 有 m 个 (mm 去 
7n) 线 性 无 关 的 特征 向 量 ,可 以 证 明 4 一 定 与 由 约 当 块 组 成 的 约 当 
形 和 矩阵 相似 . 约 当 形 矩阵 的 定义 如 下 . 

定义 1 我 们 把 准 对 角 和 矩阵 


J 
= 9 
J 
其 中 
Xr 1 
Ai 
J; 一 9 i 二 1,2,,s, 
l 
Ai 


叫做 约 当 (Jordan) 形 和 矩阵 ,J; 为 方 阵 ,叫做 约 当 块 . 

当 五 二 Q20) ,J 二 QQ2),…,J ,二 (4) 都 是 一 阶 约 当 块 时 ,J 为 
对 角 和 矩阵 ,所 以 对 角 和 矩阵 是 约 当 形 的 特例 . 

4 和 约 当 形 矩 阵 相似 , 即 存在 可 逆 矩 阵 P, 使 得 
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J 
P-4P 一 了 一 1 
J 
J 中 的 4; 显然 是 4 的 特征 值 ,但 当 i 关 7 时 ,4; 和 4; 可 能 相等 . 然 
而 ,已 中 的 列 向 量 却 并 非 都 是 4 的 特征 向 量 . 
我 们 把 与 4 相似 的 约 当 形 矩 阵 称 为 4 的 约 当 标 准 形 . 
约 当 标准 形 的 理论 比较 复杂 ,我 们 仅 介绍 这 个 理论 的 要 点 (不 
作证 明 ) 和 求 约 当 标准 形 的 方法 . 
定义 2 若 和 矩阵 A 二 (aj) 的 元 素 a; 是 4 的 多 项 式 ,就 称 4 为 
4 矩阵 . 记 作 AGX). 
例如 A 的 特征 和 矩阵 XI 一 4 是 一 个 4 矩阵 ， 
4 矩阵 也 可 做 初等 变换 , 它 的 3 种 初等 变换 为 : 
(GD 矩阵 的 某 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 常数 ; 
(ii) 矩阵 的 某 行 ( 列 ) 乘 多 项 式 P(M) 加 到 另 一 行 ( 列 ); 
Giii) 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 对 换 位 置 . 
定义 3 和 矩阵 A(X) 经 初等 变换 化 为 B(X), 称 A(X) 与 BG) 
是 相抵 的 , 记 作 A(XV) 室 BO). 
定理 1 任意 一 个 n 阶 矩阵 A 的 特征 矩阵 A (4X) 二 XI 一 A 都 相 
抵 于 一 个 对 角形 4 矩阵 , 即 
di 2) 
ds (2) 
4() 一 江 一 4 位 一 DCD)， (1) 
dX) 
且 
AD 一 De) (k=1,2,.%,n), (2) 
其 中 : GD 4d;(2)G==1,2,…,n) 是 首 一 多 项 式 ( 即 4 的 最 高 次 项 系 
数 为 1); 
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GD di)1diriO0DC 即 diy102) 一 qi(2)qi;(4) ,qi(2) 也 是 4 的 多 
项 式 )i==1,2,*…,n 一 1; 
(ii) Ai (4) 和 Di (C4) 分 别 表示 A(X) 和 DCX) 中 全 部 阶 子 式 


的 最 高 公 因 式 . 
由 定理 的 结论 可 知 : 
Di2) = di Wds Mdi A), k=1,2,,n, (3) 
di(X) = DQ) = A 0), (4) 
AD) 一 De) = 一 Dead GO) = A Wd), 
所 以 di(2) = AX) /A COAD)， 玉 一 2，3，…，7. (5) 


由 此 可 见 ,di (4) ,ds (2),…,d,(4) 是 由 A0) 二 A 江 一 4 唯一 确 
定 的 ,它们 称 为 MT 一 4 的 不 变 因子 (以 后 简称 为 4 的 不 变 因子 ). 
由 于 A,Q02)= 二 | 一 4|==D, (43) 是 4 的 nn 次 多 项 式 ,所 以 个 不 变 


因子 的 次 数 和 等 于 n. 
例 1 求 三 阶 和 矩阵 

i 8 

J=|0 a 1 

0 '0 双 


的 特征 矩阵 JGQD) 一 MT 一 的 不 变 因 子 . 
解 方法 1 根据 (4) 式 di (2)=Ai (CA) 及 (5) 式 di (4) 一 
A (4)/Ai-1(4) 求 不 变 因子 . 


先 把 
A 0 
J0)=A—J= 0 光一 “ 专 寺 
0 0 光一 丫 
的 所 有 一 阶 、 二 阶 子 式 及 三 阶 子 式 求 出 来 ,然后 容易 求 得 它们 的 最 
高 公 因 式 分 别 为 


iW=1, J0)=1, J0) = QA—a)’, 
于 是 得 J(2) 的 不 变 因子 
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di1(2) = 10)=1, qd:(2) = J;C(2)/J10) 一 1， 
di) 一 JaGOD)V/J CD) = (一 0 
方法 2: 用 初等 变换 ,把 JGQ) = 一 了 化 成 (1) 的 形式 (下 面 的 
@ 表 示 第 ; 行 ,[j] 表 示 第 j 列 ). 


= =] 但 
MT 一 一 0 A—a | 
让 一 区 
0 
[1J+H2J]xQ—e) 1 
| 
0 
| oo 了 
mk 
0 
ee | ， 0 0 2 
0 QA—a)’ 和 一 a 
一 1 0 0 
| = ] 
0 (Aa 
0 0 
0 OO (Xa) 


故 JGQ) 一 M 江 一 了 的 不 变 因子 为 1,1,(A 一 a). 

由 于 ?次 多 项 式 在 复数 域 上 一 定 可 以 分 解 为 ”个 一 次 因 式 的 
乘积 ,因此 和 一 4 的 次 数 三 1 的 不 变 因子 都 可 以 分 解 为 若干 个 一 
次 因 式 短 的 乘积 ,这 些 一 次 因 式 的 宪 称 为 江 一 4( 或 简称 4) 的 初 
等 因子 . 但 是 4) 的 初等 因子 中 ,同样 的 一 次 因 式 的 寡 可 能 重复 
出 现 . 如 例 1 中 JX) 二 江 一 J 的 初等 因子 为 4 一 a)’. 又 如 当 
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MT 一 4 位 1 (6) 
(A—3) 
(XT A 

时 ,A 的 初等 因子 为 4 一 3)? ,2 一 3)? ,QA 十 1). 

定理 2 A4~B 的 充 要 条 件 是 XI 一 A 实 并 一 B. (证 明 略 ) 

由 于 相抵 关系 具有 传递 性 ,所 以 虹 一 4 全 iT 一 下 的 充 要 条 件 
是 它们 有 完全 相同 的 不 变 因 子 .有 相同 的 不 变 因子 , 则 必 有 相同 的 
初等 因子 ,反之 亦 然 .于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 3 A~B 的 充 要 条 件 是 X41 一 A 和 41 一 B 有 完全 相同 的 
初等 因子 . 

定理 4 若 n 阶 矩阵 4 的 特征 矩阵 4I 一 A 的 初等 因子 为 


天 
QA 一 2D 一 40) 于 2 一 XA, 其 中 》)m; 一 夺 则 
1 一 1 


1 
J 


J 
其 中 


J = 攻 = 12 用 
人 1 


和 ms 阶 
证 由 例 1 可 知 ,XI 一 J 的 不 变 因子 为 1,…,1, (一 人) 天 ， 初 
等 因子 为 0 一 4.)* ,i 二 1,2,…,k, 因 此 XI 一 J 与 AI 一 A 有 完全 相 
同 的 初等 因子 .根据 定理 3,4 与 了 相似. 国 
由 于 一 4 存在 初等 因子 , 且 由 4 唯一 确定 ,又 4 的 初等 因 
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于 的 次 数 和 等 于 矩阵 的 阶 数 ,因此 ,由 定理 4 可 知 ,任意 一 个 n 阶 
和 矩阵 在 复数 域 上 都 与 一 个 约 当 形 矩阵 相似 

这 里 需要 做 一 点 说 明 : 在 约 当 形 卸 阵 了 中 改变 约 当 块 的 排列 
次 序 , 不 影响 媒 一 了 的 初等 因子 .因此 ,如 果 不 考 虑 约 当 块 的 排列 
次 序 , 和 矩阵 4 的 约 当 标准 形 J 是 唯一 的 . 

由 定理 4 可 知 ,4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 X41 一 4 的 初 


等 因子 都 是 一 次 因 式 . 
例 2 已 知 
1 
MT 一 4 位 1 
(和 一 .37 
Onn Da 
1 
| 
并 —B 过 1 
i 
(A 十 4)(A 十 3) 


试 求 矩 阵 A,B 的 约 当 标准 形 . 
解 ” 由 已 知 条 件 可 知 ,X 江 一 A 的 初等 因子 为 (4 一 3)?， 
(2 一 3 六 ,2 十 1) ;XI 一 B 的 初等 因子 为 A 十 3)* ,G2 十 4). 所 以 
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附录 B 


例 3 求 


一 


4 


的 约 当 标 准 形 . 
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解 
4 一 0 0 < 0 
MT 一 太一 4 4 十 1 0 ee 4A 十 1 0 
一 未 8 人 十 2 8 一 28 8 A 十 2 
0 —1 0 1 0 0 
ila-Dy: 0 0 = 0—1): 0 
84—28 0 4+2) lo -28 4+2 
1 0 0 1 8 0 
lo aa-D: 0 llo 0 下 Q 二 2Q 一 1 
0 一 44 人 十 2 0 —44 1 十 2 
1 0 0 
| 0 | 
0 0 (A 十 2)(A 一 1) 


一 六 二 办 
问 : 4 是 否 与 对 角 和 矩阵 相似 ? 若 不 与 对 角 和 矩阵 相似 , 求 可 道 矩 阵 
了 ,使 P :4P 为 约 当 标 准 形 . 

解 


多 |” 生 运 0 


I 一 A|= A N20s 
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4 的 特征 值 为 Xi 二 1( 二 重 ) , :一 2. 
二 重 特征 值 .二 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 只 有 一 个 , 即 
wt = 0 0 1s 
故 A 不 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
求 A 的 约 当 标准 形 , 可 按 例 3 或 例 1 的 解法 ,得 
pe 和 
A~J=|0 1 | 
0 0 2 
即 存在 可 逆 和 矩阵 也 ,使 得 P 'AP 王 J. 设 
P= (€1,€,,€;), 
则 AP= PJ, 


1 开罗 
A(€1,€2,€3)=(€1,€2,€3)10 1 0|， 
0 0 也 


于 是 
Aé1=é1，, 
48: 一 6 十 6:， 
Aé€:—=2€;， 
其 中 : &1 是 对 应 于 九 二 1 的 特征 向 量 , 即 &1 二 x 二 (0,0,1)";&; 是 
A 的 对 应 于 4 二 2 的 特征 向 量 , 易 得 &; 二 (2,1, 一 6)". 
&: 不 是 4 的 特征 向 量 ,但 将 1 代入 


486: 一 6 十 6:， 
即 
(A—Dé;:=é1,， 
1 
便 可 解 得 8 一 (一 到 ,0,0) . 


因此 取 
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0 -去 2 
P= (€1,€:,€;)C— 0 0 a 

1 0 一 和 
1 “1 “多 

就 可 使 PAP=J=|0 1 0|. 
0 2 

由 于 特征 向 量 &1,&; 的 取 法 可 以 不 同 ,从 而 E ;也 可 不 同 , 故 P 
不 是 唯一 的 . 


由 此 例 求 卫 的 方法 可 知 ,如 果 4 的 约 当 标准 形 由 s 个 约 当 块 
组 成 , 则 4 有 * 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 反 之 亦 然 . 但 是 ,读者 必须 
注意 ,我们 求 得 了 4 的 :个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,并 不 能 立即 写 出 
它 的 :个 约 当 块 .例如 4; 是 4 的 四 重 特征 值 ,A 属于 4; 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 有 两 个 ,4 的 约 当 标准 形 中 以 4; 为 主 对 角 元 的 约 当 
块 必 有 两 块 ,但 它们 可 能 有 两 种 情况 


当然 对 于 给 定 的 4, 必 是 二 者 之 一 . 


习题 答案 
习题 
求 下 列 1~8 题 矩阵 的 约 当 标准 形 ， 


i 汪 | 本 3 0 8 
| 2. 二 和 | 
下 洁 委 一 2 0 一 和 


4 [4 
所 -| 一 妆 二 8 中 
et et L 
3 7 生计 
要 sn 6. 
nd 
3 时 0 0 
7 = 上 [六 时 
7 1 和 
CR 
0 水 0 0 0 
0 0 1 0 0 
8. | ;} ;: 和 
0 区 0 … 0 1 
本 和 有 ww 
9. 对 下 列 约 当 块 J , 求 上 次 备 J : 
A 1 0 
| 人 | 和 
0 0 A 


人 J nm 阶 
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10. 对 1 题 的 矩阵 4, 求 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 P :4P 成 为 约 当 标准 形 ， 


11. 设 和 4 为 nn 阶 客 零 矩阵 ( 即 存在 正 整 数 k, 使 得 从 一 0), 试 求 det(4 一 2D. 


并 求 4， 
答案 
a —1 
| | 
他 浊 0 


0 0 
,还 
从 过 


六 


Oo 
[= 


0 0 


[= 


0 
0 
1 
1 


8. 特征 值 为 个 互 不 相同 的 单位 根 , 故 相似 于 对 角 阵 . 
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A kA! 4 一 12 
2 
9. (1) x AAA 
0 0 x 
人 CA i 革 0 0 
A 二 
用 站 0 
(2) & 过 m 一 1 时 ， 。 。 1 
入 有 
PO 
A ChAT + Celel 
0 A CE 
k=m-1 时 ,| ， 
0 0 ’ by 
py a 此 i [e 1 m+1 
0 pO 术 了 CR 一 2 人 一 m+2 
A>m 一 1 时 ,| 人 
0 0 0 pu 
你 六 这 2 0 0 
10; 了 二-|Q 总 汕 | 天 二 | 于 虱 
| 0 0 3 
BCB War sd a 
和 2(5 二 一 2 = 2 


二 
il. *— 人 2 


历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 
线性 代数 试题 汇编 


1 行列 式 


1. 设 A=(a,ys,7Y3,7Y :1),B 二 (BB,Y2,7Y 3,7Y 14) ,其 中 a ,B， 
7Yz，7Y3,7 4 为 4 维 列 向 量 ,已 知 |4| 二 4,1B| 二 1, 求 |4 十 B|. 

2. 习题 1-27( 表 示 第 1 章 习 题 27, 下 同 ). 

3. 设 AER”",BER”", 则 下 列 命题 必 成 立 的 是 ( ). 

@@ 若 m 二 n, 则 |AB| 冯 0; @ 车 m>>n, 则 |4B| 一 0; 

@ 若 n 这 m,; 则 |AB| 关 0; @ 若 nn 二 m;, 则 |4B|=0. 

4. 设 


六 一 乞 “区 一 外 区 一 2 六 一 3 
< 2 一 2 2 一 二 28—2 一 
f(z) = ， 
3 =—=2 ‘i=3 =, 
4zx 4 一 3 dW%— 一 
则 方程 f(x) 二 0 的 根 的 个 数 为 ( ). 
OI 个; @2 个 ， @3 个 ， @4 个 
5. 设 A,B 均 为 n 阶 矩 阵 ,14| 一 2,1B| 一 一 3, 求 |24* B|. 
6. 设 a 一 (1,0, 一 1)',A 一 ga 7, 计 算 laI 一 4"|, 其 中 I 为 三 阶 
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7. 设 4 阶 和 矩阵 A~B,A 的 特征 值 为 2,3,4,5, 计 算 | 了 3 一 十 . 
8. 设 行列 式 


3 从 
区 ”区 交 运 
D= ， 
0 -7 00 
5 3 一 2 2 
则 第 四 行 各 元 素 余子 式 之 和 的 值 为 


2 矩阵 


1. 给 定 4, 且 4 一 2 红 可逆 ,已 知 4B 一 人 十 28, 求 B. 
2. 设 阶 矩阵 4 的 行列 式 |4| 二 a 隆 0, 求 14* |. 
3. 已 知 4P 二 PB,B 为 对 角 阵 ,P 为 下 三 角 可 逆 矩 阵 , 求 


3 0 0 
4. 设 -| 4 中 
0 0 3 
求 (4 一 2D7!. 
“六 让 交 
2 
5. 设 4 一 oe ls 
人 二 工 
求 4 
1 —1 0 0 六 于 | 省， 示 
i 1 —1 ,col 213| 
0 0 1 -1 6 刘 变 陪 
由 “人 -好 “1 0. WW jG 2 
且 4 满 足 4G 一 C-:B)TCT 一 工 试 化 简 方 程 , 并 求 4. 


附录 C 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试题 汇编 373 


7. 设 A,B,C 均 为 n 阶 矩 阵 ,上 且 ABC 一 IT, 则 必 有 ( 站 
© ACB=I; © CBA=I; ©® BAC=I; ©@ BCA=I. 
8. 设 A,B 为 三 阶 和 矩阵, 日 AB 十 I 一 A’ 十 B, 其 中 
| 
人 切 诈 
一 1 0 1 


A= 


» 


求 B. 
ap alp … aib, 
9. 设 = Sh a iy 
awb1 ai … awb, 
其 中 aj8; 关 0,i 二 1,2,…,n, 求 r(A). 


10. 设 a 二 (1 ,2,3),B 一 (1 去 污 ) ,A 二 a TB, 计 算 A". 


11. 4 为 n 阶 非 零 矩阵 , 当 A* 二 47 时 ,证 明 |4| 关 0( 编 者 注 ;: 
此 题 中 的 4 应 为 实 矩 阵 . 如 果 元 素 为 复数 的 复 矩 阵 ,结论 将 
不 成 立 ). 

提示 : 由 A A 一 47A 一 141T, 只 要 证 明 4I4 天 0, 就 有 141 天 0 
(因为 车 |4|= 二 0, 则 4T4 一 0). 

证 明 时 , 设 4= (qiyas sya,); 则 ATA 二 (ala;)ws; 由 于 A 一 


(ai ) rn 天 0, 所 以 存在 az 天 0, 即 3 aj 天 0, 从 而 cja ;二 a 
i=1 
lajl? 关 0, 故 ATA 关 0. 


1/3 0 0 
12. 设 A=|0 1/4 0 |; 
0 G 1 


且 A :BA 一 64 十 BA, 求 B. 
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1 1 一 1 
13. 设 交友 | 全 十 时 | 
0 0 一 1 
且 42: 一 4B 一 并, 求 了 . 
1 2 一 3 一 2 和 
ji | 2 一 3|. _| "120|. 
久 本 证 ，“ 沟 0 0 12 
太志 (ok | 
且 (2T 一 Cr1B)47 一 Cr1, 求 4. 
1 1 -1 
15. 设 A=|—1 1 1|, 
1 -1 1 


求 矩 阵 站 ,使 之 满足 A* 和 =A ! 十 2X. 
16. 设 A=diag(1, 一 2,1), 且 A" BA 一 2BA 一 81, 求 B. 


1 0 0 © 
0 1 0 0 
是 本 世 A*= » 
1 0 1 0 
0 一 
且 4B4 ' 一 BA ' 十 3I, 求 B. 
1 0 全 0 
= 坟 3 0 0 
18. ji 4 一 ， 
设 0 —4 5 0 
0 和 一. 


且 B=(I 十 4)-1(I 一 4), 求 (I 十 B). 
提示 ; 由 (I 十 4)B=I 一 A 坟 (I 十 A)(B 十 DD =2L. 
Qll diz Q13 
19. 设 4 一 |a ar az |， 


Ud3l U32 4d33 
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Ca21 a22 az3 
B= a Cl12 a13 » 
asl 十 all ass 十 al ass 十 aas 
9g， 1 多 1 0 0 
P= 0 0|, P=|0 1 | 
0 0 1 pj 驳 ,， 攻 
则 必 有 ( ). 
© AP,P,=B; © AP,P,=B; 
©®@ PP,A=B; @ P,P,A=B. 
20. 设 A 一 R'*”,r(4) 二 2， 
1 用 冯 
B= QQ 及 区 | 六 
= 了 ”总 


则 rC4B)=  _. 

21. 4 为 n 阶 矩 阵 (n 宇 3),k 为 常数 (k 关 0, 十 1), 则 (&4)* 一 
( 7 

OkA*'; © kA*; @ kA'; 四 局 A 

提示 : 令 B= 二 kA ,讨论 B' 与 4’ 之 间 的 关系 . 管 案 为 @. 

22. 设 4 为 2” 阶 可 逆 和 矩阵 ,4 的 第 i,j 行 对 换 后 得 B. 试 : 
@ 证 明 马 可 逆 ; @) 求 4B 一 . 

23. 设 A 一 I 一 经 "(其 中 & 是 n 维 非 零 列 向 量 ) ,证 明 : 

Q@ 4’ 二 A 的 充 要 条 件 是 & "& 二 1; 

@ 当 & TE 二 1 时 ,A 不 可 道 . 

提示 : @ 由 A 二 A 得 (4 一 DA 二 0. 再 根据 (4 一 了 十 r(4)<<n， 
T(4 一 也 一 r( 一 盘 7) 一 1, 得 r(C4) 秋 2 一 1, 所 以 4 不 可 斤 . 

24. 设 4, 了 为 2 阶 矩 阵 ,4*,B 分 别 为 A4,B 对 应 的 伴随 矩 
阵 .分 所 条 阵 C 一 (4 , 则 C 的 伴随 垂 阵 C* 一 
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1414” 0 | 了 1 了 B” 0 
(A) 日 (B) ; 
0 IB|IB* 0 |41A* 
~ {IA41B” 0 |BIA* 0 
(C) 有 (D) x 
0 |B|A* 0 141B 
25. 设 和 矩阵 
7 A 
上 -次 出 
A= » 
Bt 
Yl ee ee 
且 秩 (4)==3, 则 = 
26. 设 
Ql Ql12 dl13 Ql al al3 012 Ql1l 
dz21 Q22 0Q23 0Q24 dd24 U23 4d22? U2l 
A= ， B= ， 
Q3al Q32 433  Q34 d34 Q33 Q32 U3l 
da Q42 ds3 U44 Q44 ds3 Ui12 Ud4l 
0 i | 二 区 & 
Q 1 0 0 0 6 
卫 ; 一 9 卫 : 一 9 
0 1 0 1 Qo 
1 0 0 0 000 1 
其 中 4 可 逆 , 则 吾 等 于 5 
(A) A ''PiP,; (B) PA 'P,; 
(C) 已 P4 3; (D) PA 'P. 
27. 已 知 4, 也 为 三 阶 矩 阵 , 且 满足 24 了 3 一 了 一 47, 其 中 工 是 
三 阶 单位 矩阵 . 
(1) 证 明 : 和 矩阵 4 一 2 可 逆 ; 
业 ， 三 分- 名 


(2) 若 了 = |1 2 0|, 求 矩阵 4. 
0 0 2 
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3 ”线性 方程 组 


1. n 维 向 量 a1 ,as，… ,a,(s 之 3) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

提示 : 作 A4A=(ai,az，…,a,),x;, 用 Ax 二 0 的 解 回答 . 

2. 设 4 阶 和 矩阵 A 的 行列 式 |4| 二 0, 则 A 中 必 有 C(  ). 

Q@ 4 的 列 向 量 线性 相关 , 且 任 意 3 个 列 向 量 也 线性 相关 ; 

Q@A4 的 4 个 列 向 量 两 两 线性 相关 ; 

@ 4 中 必 有 一 个 列 向 量 是 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 ; 

@ A 中 任意 3 个 行 向 量 线性 无 关 , 但 其 4 个 行 向 量 线性 
相关 . 

3. 已 知 g1,as ,as,as 线 性 无 关 , 则 ( ). 

@ el 十 csyas 十 aayas 十 adyai 十 ci 也 线性 无 关 ; 

GO) ai CQC29a2 CQ3yQ3 CQ4yQ1 ai 也 线性 无 关 ; 

@ ai 十 csyas 十 asyas 十 aiyai 一 ai 也 线性 无 关 ; 

图 al 十 csyas 十 aayas 一 aiya: 一 ai 也 线性 无 关 . 

4. 设 wi 一 (1,0,2,3),a: 一 (1,1,3,5),as 一 (1, 一 1,a 十 2,1)， 
ai 一 (1,2,4,a 十 8),8 一 (1,1,2 十 3,5). 试问 , 

Q@8 a,b 为 何 值 时 ,B 不 能 由 a1,as ,as ,a 线性 表示 ; 

@ a,b 为 何 值 时 ,8 可 由 a1,a:,a;,as 唯 一 地 线性 表示 . 

5. 设 ai 一 (1,4,0,2)T,as 一 (2,7,1,3)T,as 一 (0,1, 一 1,a)7， 
B= 二 (3,10,5,4)7, 试 讨论 : 

Q a,b 取 何 值 时 ,8 不 能 由 a1,a: ,a; 线 性 表示 ; 

@ a,b 取 何 值 时 ,8 可 用 a1 ,as,a; 线 性 表示 ,并 写 出 表示 式 . 

6. 设 ai 一 (1,1,1,3)7,a: 一 (一 1, 一 3,5,1)7,as 一 (3,2, 一 1， 
力 十 2)7 ,qs 二 (一 2, 一 6,10,p)", 试 求 ;: 

Q@ zp 为 何 值 时 ,ai ,as ,as,as: 线 性 无 关 , 并 将 a 二 (4,1,6,10)” 
用 它们 线性 表示 . 

@ zp 为何 值 时 ,a1,a;:,a;,a :线性 相关 ,并 求 一 个 极 大 无 
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关 组 . 

7. 设 B8 可 由 {a1,…,a»}) 线 性 表示 , 记 ( 了);: (ai al)， 
(I): {aei 和 al18)}, 若 8 不 能 由 ( 工 ) 线 性 表示 , 则 ( ). 

@ a 不 能 由 (了 ) 表 示 , 也 不 能 由 (本 ) 表 示 ; 

@ a 不 能 由 (了 ) 表 示 , 但 可 由 (本 ) 表 示 ; 

@ a 可 由 (I) 表示 ,也 可 由 ( 卫 ) 表 示 ; 

@ aw 可 由 (了 ) 表 示 , 但 不 可 由 ( 卫 ) 表 示 . 

8. 设 a;,B 1E 所 , 若 a1,…,an《m 一 n) 线 性 无 关 , 则 Bi ,…， 
Bm 线性 无 关 的 充 要 条 件 为 ). 

@ (ai 和 an} 可 由 (8 ，…8。) 线 性 表示 ; 

@ (8 ,8 可 由 {ei,…,aw} 线 性 表示 ; 

@ (ta ,an) 与 {B1,…,B»} 等 价 ; 

@ 矩阵 4 一 (aaw) 伍 世 一 (了 ，… ,8 。). 

9. 设 a1 一 (1,2,3,4),as 一 (2,3,4,5),as 二 (3,4,5,6),a, 一 
(4,5,6,7), 求 秩 {aelyasryasyai} 一 ? 

10. 设 ai:=(1,2, 一 1,1),a: 一 (2,0,t0),as 一 (0, 一 4， 
5, 一 2) , 若 秩 {alyasyas} 王 2, 则 :一 

11. 习题 3-49. 12. 习题 3-46. 

13. 习题 3-52. 

14. 已 知 ai,asyas 是 Ax 二 b 的 3 个 解 (A4ER''),r(4)==3. 
ai 一 (1,2,3,4)T,as 十 cs 一 (0,1,2,3)T,c 为 任意 常数 , 则 4x 一 5 
的 通 解 x 二 ， 

OD ai 十 c(1,1,1,1)7; © ci 十 c(0,1,2,3)7; 

@@ ai 十 c(2,3,4,5)73; @ xi 十 c(1,3,5,7)7. 

15. 设 8: 王 (0,1, 一 1)7,8: 一 (ae,2,1)7 ,8 一 (0,1,0)73ai 一 
(1,2,—3)T,as=(3,0,1)7 ,as=(9,6,—7)". 已 知 : 秩 {B1,B:， 
Bs) 二 秩 {a1,as,as}) 且 Bs 可 由 a1 ,as,as 线 性 表示 . 试 求 : wa,2. 

16. 设 aci 一 (ca,2,10)T,a: 一 (一 2,1,5)7,as 一 (一 1,1,4)7， 
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Bh 二 (1,6,c)” , 问 :a,b,c 满足 什么 条 件 时 ,DOD 8 可 用 ai,as,as 线 性 
表示 , 且 表 示 方 式 唯 一 ;@ B 不 能 用 a 1,a:,a: 表 示 ;@ 8 可 用 ac:， 
azs ,Qs 表示 ,但 表示 方式 不 唯一 ,并 写 出 一 般 表 示 式 . 

17. 习题 3-45. 

18. 设 4ER >”, BER ,2<7 证 明 : 若 4B 一 I, 则 B 的 
列 向 量 组 线性 无 关 . 

19. 设 非 齐 次 线性 方程 组 4x 一 六 的 增 广 矩阵 (4, 思 如 下 , 问 
其 中 参数 (a,5,4 等 ) 取 何 值 时 ,方程 无 解 ,有 唯一 解 , 有 无 穷 多 解 ? 
当 有 无 穷 多 解 时 , 求 其 一 般 解 . 


1 1 1 起 ”多 和 
: J 0 这 这 
1 2 世 避 | 
(1) : 2 
a : 
: 6 1 4: 2 十 3 
2 1 区 中 


WN DP”~ WwW 
© 
CD 
CD 


(5) 


0 
0 
2 
1 
(3) |0 
1 
2 
L 


20. 习题 3-38. 21. 习题 3-39. 

22. 习题 3-40. 23. 习题 3-50. 

24. 若 6 一 (1,0,2) ,6 一 (0,1, 一 1)7 是 齐 次 线性 方程 组 
4x 一 0 的 解 , 则 系数 矩阵 4 为 ( ” ). 


© (一 2,1,1); @(。 
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求 齐 次 线性 方程 组 4&x 一 0 的 基础 解 系 . 
26. 设 A 二 (ai) 是 nX(2n) 和 矩阵 ,已 知 Ax 二 0 的 基础 解 系 为 : 
钼 一 (bp0 ss Dizn) Ts Es= (Cb, bass ***, bo,2n)' , ***, E,= 
(bm ,bm ，"… ,bmn) ， 试 求 齐 次 线性 方程 组 By 一 0, 即 
| DuyitTbzyz 二 十 binyn 十 十 bi,znyzn 二 0， 


bnyi 二 brz yz 十 十 Dry 十 … 十 Br,znyzn 二 0. 
的 通 解 ,并 说 明理 由 . 


27. 习题 3-51. 
二 站 
28. 设 A=|a D c|， 
Ww 


Da,b,c 满足 什么 关系 时 ,Ax 二 0 只 有 零 解 ; 
@ a,b,c 满足 什么 关系 时 ,Ax 一 0 有 无 穷 多 解 , 并 用 基础 解 系 
表示 通 解 . 


> 
29. 设 A=|1 人 1|， 
到 下 六 
已 知 存在 三 阶 和 矩阵 B 关 0, 使 AB 一 0, 则 必 有 ( 站 
D1=—2,|B|=0; © ) 王 一 2 ,| 了 | 天 0; 
Q@ X=1,|B|=0; @ X=|B|z0. 
. pe 
30. 设 A= |4 t | 
3 三江 1 


已 知 存 在 三 阶 非 零 矩 阵 B, 使 AB 二 0, 则 :一 


ai 页 ci 
31. 设 太一 |a b & 
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是 满 秩 矩 阵 ,直线 Li ,L 的 方程 分 别 为 


人 


al 一 0z bi CO— b; cl 一 ce” as 一 as bs — bs cs — Ca” 
则 直线 Li 与 L; 必 是 ( 
中 交 于 一 点 ; Q@ 重合 ;i”@ 平行 而 不 重合 ; 


@ 两 条 异 面 直线 ， 
32. 设 4EJM.(R)( 即 半 阶 实 矩阵 ), 则 线性 方程 组 GD ,(ID ， 
(1) Ax=0; (CI) ATAx=0 

的 解 集 必 为 ( ” ). 


Qa， 同 解 (相等 ); @ (了 ) 的 解 必 是 ( 卫 ) 的 解 ,但 ( 卫 ) 的 解 不 一 
定 是 ( 工 ) 的 解 ;@9 〈I) 的 解 必 是 ( 工 ) 的 解 ,但 ( 工 ) 的 解 不 一 定 是 
〈I) 的 解 ;@ 二 者 的 解 没 有 关系 . 

33. 3.5 节 例 5. 

34. 设 a; 一 (aayaz 4n) 7 (i 二 1,2,…,r;7<<n) 是 nn 维 实 向 
量 , 且 Qi ,as，…,a, 线 性 无 关 , 已 知 B 二 (51,b,,…,b,)"” 是 线性 方程 
组 

QanZzi 十 awzZzz 十 … 十 ainTn 二 0， 


QaziXzi 十 QzzZXz 十 "十 Qaznrr 一 0， 


aa2zl 十 aezs 十 … 十 anzu 一 0 
的 非 零 解 向 量 . 试 判断 向 量 组 gi ,a ,… ,a,,B 的 线性 相关 性 . 
35. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 (I ) 为 
2zi 十 3zs 一 Ts 一 0， 
Zi 十 2zs 十 zs 一 2 一 0. 
已 知 另 一 四 元 齐 次 线性 方程 组 CI ) 的 一 个 基础 解 系 为 
ai 一 (2, 一 la 十 2,1)7， as? 一 (一 1,2,4,a 十 8)7. 
(1) 求 方程 组 (I ) 的 一 个 基础 解 系 ; 
(2) 当 a 为何 值 时 ,方程 组 (I) 与 ( 卫 》 有 非 零 公共 解 ? 在 有 


382 附录 C 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试题 汇编 


非 零 公 共 解 时 , 求 出 全 部 非 零 公 共 解 . 

36. 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXm 和 矩阵, 则 线性 方程 
组 (4B)x 一 0 

(A) 当 ?> 冯 时 仅 有 零 解 (B) 当 ”> 冯 时 必 有 非 零 解 

(C) 当 了 > 导 时 仅 有 零 解 ; (D) 当 m>>n 时 必 有 非 零 解 . 

37. 设 齐 次 线性 方程 组 

arl 十 pr 十 prs 十 … 十 pr 一 0， 

Bri 十 azzs 十 br3 十 … 十 bx, 二 0， 

Bri brs + brs 十 ar, = 0. 
其 中 a 隆 0,5 关 0,n 之 2. 试 讨论 a,b 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 . 有 
无 穷 多 组 解 ? 在 有 无 穷 多 组 解 时 , 求 出 全 部 解 , 并 用 基础 解 系 表示 
全 部 解 . 

38. 设 a1,as，…,a; 为 线性 方程 组 Ax 一 0 的 一 个 基础 解 系 ， 
Bi=tiaitts az ,Bs—=t az tt a, ,B=—=ti qtts a1, 其 中 ,ts 
为 实 常数 .试问 4 ,ts 满足 什么 关系 时 ,B81,B。 8, 也 为 4x 一 0 
的 一 个 基础 解 系 . 


39. 设 4 是 阶 乍 阵 ,ae 是 维 列 向 量 . 若 秩 { “) 


0 
秩 (4) , 则 线性 方程 组 
(A) Ax 二 a 必 有 无 穷 多 解 ; 
(B) Ax 二 a 必 有 唯一 解 ; 
A a\/x 
一 0 习 ; 
)() 仅 有 零 解 


a 0 
A a\/x 
+， ) 仁 ) =0 必 有 非 零 解 
a Of\y 
40. 已 知 4 阶 方 阵 A= (a 02yQ3 ,ai), 其 中 ai ?Q2yQ3 ,Q4 均 
为 4 维 列 向 量 , 且 es ,as ,a 线性 无 关 ,al 二 2 ay 一 as. 如 果 B 一 ci 十 


(C) ( 


(D) ( 
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as 十 as 十 as, 求 线性 方程 组 4Ax 一 B 的 通 解 . 

41. 设 向 量 组 a1 ,a; ,a;: 线 性 无 关 , 向 量 B1 可 由 a1,as,as: 线 性 
表示 ,而 向 量 B :不 能 由 ci,as,as 线 性 表示 , 则 对 于 任意 常数 &， 
必 有 

(A) ai,azyas,RB: 十 6; 线 性 无 关 ; 

(B) aiyaz,as,B1: 十 B: 线 性 相关 ; 

(CC) alyasyasy81 十 R8 :线性 无 关 ; 

(D) alyas,as,8: 十 &B8 :线性 相关 . 


4 向 量 空间 与 线性 变换 


1. 已 知 及 :的 基底 为 ci 一 (1,1,0),a: 一 (1,0,1),as 一 (0,1， 
1) , 求 je = 二 (2,0,0) 在 基底 下 的 坐标 . 

2. 已 知 R ;的 两 组 基 : 

ai 一 (1,0,1)7,az 一 (1,0, 一 1)7,as 一 (1,1,1)73 

pi 一 (1,2,1)7,8: 一 (2,3,4)7,8: 一 (3,4,3)7. 
求 {a1,as as} 到 {B1,B,,B;} 的 过 渡 和 矩阵 . 

3. 设 BER”,r(B) 一 2, 已 知 齐 次 线性 方程 组 Bx 一 0 的 3 个 
解 向 量 为 a1 = 二 (1,1,2,3)T,as==( 一 1,1,4, 一 1)T,as=(5,—1, 
一 8,9)". 试 求 Bx 一 0 的 解 空间 的 一 个 标准 正 交 基 . 


5 特征 值 与 特征 向 量 矩阵 的 对 角 化 


.习题 5-3. 2. 习题 5-6. 

.习题 5-18( 只 求 特征 值 ). 4. 习题 5-43. 

.习题 5-39. 6. 习题 5-44. 

.习题 5-40. 8. 习题 5-41. 

.习题 5-45. 10. 习题 5-46. 

11. 习题 5-42. 

12. 已 知 三 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 41 一 1,%s 一 2,4s 一 3, 其 对 应 的 


AD =- 


384 附录 C 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 中 线性 代数 试题 汇编 


特征 向 量 后 一 (1,1,1) ,6 一 (1,2,4)， 人 一 (1,3,9)7 ;又 8 一 
CR 

on 将 B 用 &1 ,& ,8 线性 表示 ; 

@ 求 4 (nEN 自然 数 集 ). 


13. 设 
3 和 到 
= = 中 
4 2 一 3 


问 : 为 何 值 时 ,存在 可 逆 和 矩阵 P, 使 忆 -4P 一 人 (对 角 和 矩阵 ), 并 
求 P 和、 人. 


A= 


14. 设 4 一 


:人 
0 2 
J 息 


计算 4 一 24”!( 其 中 自然 数 n 宇 2). 


15. 已 知 Ne 全。 | = (n= 1,2,.), 
家 (， 
oO4-( 1 ， @na-(: 2) 


16. 设 4 是 ” 阶 实 矩阵 ,447 一 世 ,14| 一 0, 求 14 十 囊 . 

提示 , A 是 正 交 和 矩阵 , 设 4x=)Mx(Cx 天 0, 特 征 值 可 能 是 复 
数 ), 则 由 

4AXIT4AY 一 AxTix>xTATAx 一 和 MXZTY 
>xix=Mx'x xix= | xl: 和 0) 

得 从 二 1. 当 4 为 实数 时 ,x 二 1,4 二 土 1; 当 4 为 复数 时 ,其 模 |4| 二 
1, 且 4 也 必 是 其 特征 值 . 再 由 14| 王 一 1 一 aa…), 可 知 4 必 以 一 1 
为 其 特征 值 , 故 |TH4| 王 | 一 (一 I 一 4)| 一 (一 1D)"| 一 I 一 4| 一 0. 
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17. 设 4 为 三 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 满 足 条 件 42 十 24 一 0, 已 知 4 
的 秩 r(4) 一 2. 

(1) 求 4 的 全 部 特征 值 ; 

(2) 当 有 为 何 值 时 ,矩阵 4 十 好 为 正定 矩阵 ,其 中 工 为 三 阶 单 
位 矩阵 . 

18. 已 知 三 阶 矩 阵 4 与 三 维 向 量 x, 使 得 向 量 组 x,4x,42x 线 
性 无 关 , 且 满足 43x 一 34x 一 242x. 

(1) 记 P 了 一 (x,Ax,A*x), 求 三 阶 矩 阵 B, 使 A 二 PBP :; 

(2) 计算 行列 式 |4 十 1. 

19. 设 和 矩阵 


A= 


& 1 .1 
已 知 线性 方程 组 Ax 二 Bg 有 人 解 但 不 唯一 , 试 求 : (1)a 的 值 ;(2) 正 交 
矩阵 Q, 使 Q AQ 为 对 角 和 矩阵 . 

20. 设 A 是 nn 阶 实 对 称 矩 阵 ,P 是 阶 可 逆 矩 阵 .已 知 维 列 
向 量 a 是 4 的 属于 特征 值 X 的 特征 向 量 , 则 和 矩阵 (P 4P)7 属于 特 
征 值 4 的 特征 向 量 是 

(A) P ia; (B) Pra ; (C) Pa ; (D) (P-)Ta ， 


21. 设 实 对 称 和 矩阵 
a 下 1 
1 六 二 二 
9 a 
求 可 逆 矩 阵 了 ,使 P 4P 为 对 角 和 矩 阵 ,并 计算 行列 式 |4 一 了 | 的 值 . 
0 = 二 2 
2 入 一 2 
一 甸 


和 


9 


22. 矩阵 的 非 零 特征 值 是 
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23. 设 A,B 为 同 阶 方 阵 . 

(1) 如 果 4,B 相似 , 试 证 A4,B 的 特征 多 项 式 相等 . 

(2) 举 一 个 二 阶 方 阵 的 例子 说 明 (1) 的 逆 命 题 不 成 立 . 
(3) 当 4,B 均 为 实 对 称 和 矩阵 时 , 试 证 (1) 的 道 命题 成 立 . 


6 二 次 型 


1. 求 一 个 正 交 变换 ,化 二 次 型 f (zi,zs,x3) 二 zi 十 4x2 十 
4 好 一 4zliZzs 一 4z1zs 一 8zazsa 为 标准 形 . 

2. 已 知 4 为 ?” 阶 实 对 称 正定 和 矩阵, 证明: 14 十 如 过 1. 

3. ZX 十 ay 十 zx? 十 2bzxy 十 2Tz 十 2yz 二 4 经 过 正 交 变 换 

(zyyz)7 = P(€,7, 0 

可 化 为 椭圆 柱 面 方程 7” 十 48* 二 4, 试 求 a,b 及 正 交 和 矩阵 P. 

4. 习题 6-46( 与 习题 6-8(1) 相 同 ). 

5. 习题 6-47. 6. 习题 6-48. 

7. 习题 6-49. 8. 习题 6-50. 

9. 已 知 实 二 次 型 f(zi ,zz ,ZX3) 二 a(zi? 十 zx? 十 zx) 十 4zx1zxz + 
4zizs 十 4zszs 经 正 交 变换 x 二 Py 可 化 成 标准 形 了 = 6yi, 则 


Hi 


索 5| 


B 
半 负 定 二 次 型 8$6.5 倍 乘 变 换 $2.5 
半 负 定 和 矩阵 3 6.5 标准 的 二 次 型 $6.2 
半 正 定 二 次 型 8$6.5 标准 基 $4.1 
半 正 定 矩 阵 3§6.5 标准 正 交 基 $4.2 
伴随 矩阵 3§ 2.4 不 定 二 次 型 8$6.5 
变换 8$4.6 不 相 容 方程 组 $ 2.1 
倍加 变换 $2.5 

C 
柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 8$4.2 初等 对 换 矩 阵 3 2.5 
初等 变换 8$2.5 初等 行 变换 8$2.5 
初等 矩阵 3§ 2.5 初等 列 变换 8$2.5 
初等 倍 乘 和 矩阵 § 2.5 初等 旋转 阵 $4.6 
初等 倍加 和 矩阵 3 2.5 

D 
代数 余子 式 8$1.1 对 换 变换 8$2.5 
单 射 84.6 对 称 和 矩阵 8$2.3 
单位 矩阵 8$2.2 对 角 和 矩阵 $2.2 
等 价 关系 3 3.4 对 角 块 矩阵 ( 准 对 角 阵 ) ”3 2.6 


递 推 关系 ( 递 推 公式 ) 8$1.187.5 ”对 角 化 8§5.3 
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E 
二 次 型 86.1 二 次 型 的 规范 形 8$6.3 
二 次 型 的 标准 形 3 6.2 

F 
范 德 蒙 行 列 式 8$1.2 分 块 矩 阵 8 2.6 
反对 称 行列 式 8$1.2 分 配 平衡 方程 组 $7.3 
反对 称 和 矩阵 $2.3 符号 差 8$6.3 
反射 阵 8$4.6 负 定 二 次 型 3§ 6.5 
方 阵 的 多 项 式 8$2.1 负 定 矩阵 8$6.5 
方 阵 3§2.1 负 惯 性 指数 8$6.3 
方 阵 的 需 8$2.2 负 元 素 8$4.3 
非 负 和 矩阵 $7.3 复 空间 8 4.3 
非 负 向 量 8$7.3 复 和 矩阵 8$5.3 
非 奇 异 矩 阵 8$2.2 复 向 量 8$5.3 
非 齐 次 线性 方程 组 8$2.1 

G 
概率 向 量 8$7.2 惯性 定理 8$6.3 
高 斯 消 元 法 $2.1 过 渡 矩 阵 $4.1 
共 斩 和 矩阵 8$5.3 

H 
核 $4.6 行 向 量 8$3.1 
行 $2.1 合同 $6.1 
行 空间 8$4.4 合同 矩阵 $6.1 
行列 式 8$1.1 恒 等 变换 $4.6 
行列 式 性 质 8$1.1 回路 $7.4 


行 简化 阶梯 矩阵 8§ 2. 


请 


索引 


基 3§4.1 $4.5 

基 变 换 8$4.1 

基 的 变换 矩阵 8$4.1 
基础 解 系 3 3.4 

极 大 线性 无 关 组 8$3.2 
交换 律 8$2.2 
净 产 值 向 量 $7.3 


镜像 变换 (镜面 反射 ) § 4.6 


解 的 结构 § 3.4 

解 空间 8 4.4 

解 向 量 § 3.1 

结合 律 8$2,2 
阶梯 形 线性 方程 组 $2.1 
矩阵 ( 方 阵 ) 8$2.1 


可 对 角 化 $5.2 
可 达到 矩阵 8$7.4 
可 交换 矩阵 8$2.2 
可 逆 矩 阵 3 2.4 


Leslie 矩阵 8$7.1 
Leslie 人 口 模型 $7.1 
连通 图 $7.4 

列 8$2.1 

列 空间 8$4.4 

列 向 量 8$3.1 


矩阵 表示 $4.6 
矩阵 的 乘法 $2.2 

和 矩阵 的 加 法 $2.2 

和 抢 阵 的 数量 乘法 $2.2 
和 矩阵 的 对 角 化 3§ 5.2 
矩阵 的 主 对 角 元 $2.2 
矩阵 的 行 秩 $3.3 
矩阵 的 阶 8$2.1 
矩阵 的 列 秩 $3.3 


矩阵 的 合同 (相合 ) 3 6.1 


矩阵 的 相抵 8$3.3 
和 矩阵 的 相似 8 5.1 
和 矩阵 的 转 置 8$2.3 
和 矩阵 的 秩 ”§ 3.3 


可 逆 线 性 变换 8 4.6 
克 罗 内 克 6; 1.1 
克拉 默 法 则 $1.3 


零 变 换 8$4.6 
零 矩阵 8$2.1 
零 空 间 8§4.4 
零 元 素 8$4.3 
零 子 空间 $4.4 
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马尔 可 夫 链 
满 射 8$4.6 


内 积 8$4.2 


欧 几 里 得 空间 


平凡 子 空间 


企业 消耗 矩阵 


§7.2 


§4.2 


§4.4 


§7.3 


奇异 矩阵 8$2.2 


三 对 角 行 列 式 


三 角 ( 形 ) 不 等 式 8$4.2 


施 密 特 正 交 化 
上 三 角 和 矩阵 


§L 


§4.2 
§ 2.2 


生产 向 量 $7.3 


实 对 称 和 矩阵 


特 解 § 3.5 
特征 多 项 式 


§5.3 


§5.1 


M 


O 


Q 


震 等 矩阵 $5.2 


逆 和 矩阵 8$2.4 


配方 法 8$6.2 


齐 次 线性 方程 组 


实 空间 8$4.3 
数 乘 变换 8$4.6 
数量 乘法 ( 数 乘 ) 
数量 矩阵 $2.2 
双 射 (一 一 对 应 ) 


特征 方程 $5.1 
特征 矩阵 8$5.1 


3 


§2.2 


§4.6 


索引 
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特征 向 量 8$5.1 投入 产 出 数学 模型 8$7.3 
特征 值 $5.1 椭 球面 $6.2 
特征 子 空间 8$5.1 图 8$7.4 
投影 矩阵 37.7 图 的 邻接 矩阵 8$7.4 
W 
外 部 需求 向 量 8$7.3 无 限 维 线性 空间 8$4.5 
维 数 $4.5 
xX 
系数 矩阵 8$2.1 线性 子 空 间 8$4.4 
下 三 角 和 矩阵 $2.2 象 8$4.6 
线性 变换 8 4.6 相抵 8$3.3 
线性 表示 。§ 3.1 相抵 标准 形 3 3.3 
线性 方程 组 8$1.3 8$3.1 相合 $6.1 
线性 非 齐 次 方程 组 $1.3 相 容 方程 组 8$2.1 
线性 空间 3 4.5 相似 $5.1 
线性 空间 的 基 8$4.5 相似 标准 形 8$5.2 
线性 空间 的 维 数 $4.5 相似 矩阵 $5.1 
线性 相关 3 3.1 向 量 83.1 84.3 
线性 相关 性 8$3.1 向 量 空间 8$4.5 
线性 无 关 8$3.1 向 量 组 的 秩 8$3.2 
线性 运算 $4.3 消耗 平衡 方程 组 8$7.3 
线性 映射 ”3 4.6 消去 律 8$2.2 
线性 组 合 $3.1 旋转 变换 $4.6 
Y 
一 般 解 ( 通 解 ) 3 3.4 有 定 二 次 型 8$6.5 


一 阶 线性 常 系数 微分 方程 组 8$7.6 右 零 因子 $2.2 
映射 $4.6 余子 式 $1 
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元 素 $2.1 


增 广 矩 阵 3§2.1 
正定 二 次 型 8$6.4 
正定 矩阵 $6.4 
正规 方程 $7.7 
正 交 8$4.4 

正 交 变换 $4.6 

正 交 补 8$4.4 
正 交 和 矩阵 8$4.2 

正 惯性 指数 $6.3 
正则 链 8$7.2 

正则 转移 矩阵 $7.2 
直 和 8$4.4 

直接 消耗 系数 矩阵 87.3 
值 域 8$4.6 

转移 概率 8$7.2 
转移 矩阵 8$7.2 
转 置 矩阵 3§ 2.3 


原 象 $4.6 


主 对 角 线 $1.1 
主 对 角 元 $1.1 
主轴 定理 $6.2 
主子 式 83.3 
准 对 角 阵 $2.6 
子 空间 8$4.4 
子 空间 的 和 8$4.4 
子 空间 的 交 8 4.4 
子 空 间 的 维 数 公 式 
子 趟 - 38 

子 行列 式 8$3.3 
自然 基 84.1 $4.5 
最 小 二 乘 解 8$7.7 
坐标 8$4.1 8$4.5 
坐标 变换 8$4.1 
坐标 向 量 $4.1 
左 零 因 子 $2.2 


§4.5 


索引 


